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RESUMEN

La dinamica que presenta los barcos se perfecciond, por medio de la mecénica analitica, el
cual determina la naturaleza real de los navios. El objetivo de este proyecto de investigacion es
construir un modelo de barco mediante las ecuaciones de Euler-Lagrange y no por el método
clasico de Newton. La importancia de construir un modelo de barco basado en estas ecuaciones, es
que permite tener un barco mas resistente a las perturbaciones.

La intencion de proponer este modelo matematico permitira entender, no solo la mecanica
del barco, sino también establecer su eficiencia. La metodologia empleada es de enfoque
cuantitativo, con un nivel de investigacion aplicativo, debido a que se construyé un modelo

matematico del barco basado en el principio de minima accion de Hamilton para obtener las
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ecuaciones de movimiento. Ademas, se empled el software Matlab para simula la cinematica y
dindmica del barco disenado a partir del modelo matematico empleado. El resultado que se obtuvo
demuestra que el modelo matematico utilizado es adecuado para comprender la cinematica y

dinamica de los barcos.

PALABRAS CLAVES: Mecanica analitica, ecuaciones de Euler-Lagrange, modelo matematico,

perturbaciones, principio de minima accion de Hamilton.

ABSTRACT

The dynamics presented by the ships were perfected through analytical mechanics, which
determines the real nature of the ships. The objective of this research project is to build a ship
model using the FEuler-Lagrange equations and not by the classical Newton method. The
importance of building a ship model based on these equations is that it allows us to have a ship that
is more resistant to disturbances.

The intention of proposing this mathematical model will allow us to understand not only the
mechanics of the ship, but also to establish its efficiency. The methodology used is a quantitative
approach, with an applicative level of research, because a mathematical model of the ship was built
based on Hamilton's principle of least action to obtain the equations of motion. In addition, Matlab
software was used to simulate the kinematics and dynamics of the ship designed based on the
mathematical model used. The result obtained demonstrates that the mathematical model used is

adequate to understand the kinematics and dynamics of ships.

KEYWORDS: Analytical mechanics, FEuler-Lagrange equations, mathematical model,

perturbations, Hamilton's principle of least action.

INTRODUCCION

La presente investigacion consiste en construir un modelo matematico para perfeccionar la
dindmica de los barcos y se construye mediante el uso de la mecanica analitica. La cual, absorbe
los conocimientos establecidos por Newton a través de los formalismos matematicos, el cual ayudo

al desarrollo de otros campos de la fisica”. (Janses, 2006).
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El formalismo que se utilizara para encontrar el modelo matematico del barco es el
formalismo lagrangiano, el mismo fue desarrollado por Joseph Louis Lagrange (citado en
Camacho, 2020), con la intencion de mejorar aquellas desventajas que presentaba la mecanica

newtoniana como:

Involucra fuerzas desconocidas a priori, como las tensiones y reacciones. Adicionalmente,
las ecuaciones que involucra son vectoriales en su mayoria. Esto hace que se suela trabajar
en coordenadas cartesianas, por ser la base ortonormal més intuitiva, aunque no por ello es
siempre la opcion que mas facilita los calculos. Depende del sistema de coordenadas

escogido (Camacho, 2020).

La razon principal de emplear el lagrangiano es descubrir las ecuaciones de movimiento, también
conocidas como ecuaciones de Euler-Lagrange. Estas ecuaciones posibilitan la obtencion de
soluciones analiticas para el sistema al aplicar las leyes de conservacion. (Landau & Lifshitz,
1994). Estas leyes describen la continuidad de ciertas cantidades fisicas a lo largo del tiempo, en
un sistema cerrado (Goldstein,2018).

Para construir y disefiar barcos es necesario encontrar un modelo matematico adecuado y
que a la vez sea robusto a las perturbaciones internas y externas que tengan los barcos, las cuales
pueden afectar su operatividad. Por tal motivo, Se requiere la creacion de un modelo matematico
que represente de manera precisa la interaccion fisica del barco, detallando su dindmica. En caso
de que el modelo matematico del sistema no sea preciso o carezca de robustez (resistencia a
perturbaciones externas), pueden surgir incertidumbres en el sistema. (Chaves, 2005).

Para comenzar el modelado lagrangiano es necesario conocer el vector posicion del barco,
el cual nos ayudara a obtener: la descripcion del movimiento, la velocidad, la aceleracion, la
dinamica del barco y el analisis de su trayectoria (Landau & Lifshitz, 1994).

Los frutos de esta investigacion se destinan a aquellos entusiastas de la tecnologia
interesados en desarrollar modelos matematicos para posteriormente desarrollar mejores
dispositivos, con la intencion de mejorar su eficiencia. Adicionalmente, debemos entender que los
barcos a escala global liberan mucho diéxido de carbono, generando el cambio climatico y la
acidificacion de los océanos (Oceana ,2018). También, hay otros agentes contaminantes, como el

oxido de nitrogeno, oxido nitroso, entre otros. Una propuesta para abordar esto es disminuir la
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velocidad de las embarcaciones. No obstante, esta medida conllevaria a un aumento en el costo del
petroleo, impactando negativamente la economia del transporte a nivel global.

Adicionalmente, los barcos maritimos han desempefiado un papel crucial en el comercio
global al transportar mercancias por el mar, y este papel sigue creciendo debido al aumento de la
actividad econdémica a nivel mundial. No obstante, las emisiones de gases de efecto invernadero
provenientes de estos bugues han tenido un impacto significativo en nuestro clima. Segun el Banco
Mundial, un gran buque de transporte maritimo produce la misma cantidad de azufre que 50
millones de automoviles (ONU,2019).

Por este motivo es importante reducir las emisiones contaminantes de los buques maritimos,
para que no ocurra un aumento en la temperatura, la cual afectaria el aumento de las oleadas
maritimas, el cual generaria caos a ciertas regiones del mundo, especialmente, aquellas que estan
cerca del mar y modificando nuestro clima a nivel mundial, por ende, es de gran interés buscar
mecanismo, que nos ayuden a resolver dicha probleméatica (ONU,2019).

Otras complicaciones que enfrentan las embarcaciones maritimas estan relacionadas con
las rutas maritimas. Un ejemplo de esto tuvo lugar en Egipto, donde 420 barcos quedaron varados
en una larga fila, a la espera de pasar por el canal maritimo. Miles de otros barcos tuvieron que
desviarse para completar su travesia de Occidente a Oriente. Segun la agencia de inteligencia
maritima Lloyd's List, la interrupcion del trafico en esa region, por donde transita el 10% de las
mercancias mundiales, resulté en una pérdida econdémica de 400 millones de délares por cada hora
de paralizacion (Green4t, 2022).

El proceso de desagiie en los bugques maritimos es altamente complejo y conlleva riesgos
para la seguridad y el medio ambiente. Esto se atribuye a la falta de capacitacion de los trabajadores,
la ausencia de equipo de proteccion, controles de seguridad inadecuados y una supervision
deficiente. La flota mundial de buques consta de alrededor de 90,000 embarcaciones, y su vida Util
tipica oscila entre 20 y 25 afios. Cada afio, cada buque realiza aproximadamente entre 3000
desagties, y se estima que el 90% de estos desagiies ocurren en paises como Bangladesh, China,
India, Pakistan y Turquia (OIT,2015). Ademas, La descarga de sustancias cancerigenas y toxicas
provenientes de los buques tiene consecuencias significativas cuando se vierte en el suelo y en las
aguas costeras. Esto afecta a las comunidades locales, la pesca, la agricultura, la flora, la fauna y
la salud humana. Es destacable que los astilleros carecen de un sistema de gestion de residuos para

prevenir la contaminacion, segun la Organizacion Internacional del Trabajo (OIT,2015).
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En Latinoamérica, los buques tienen retraso en el transporte y existe una congestion de
buque, en los puertos. Ademas, el estatus de contenedores volcados es muy alto (Juares, 2022).

A nivel nacional, la economia de Panama se debe mayormente al canal de Panama. Este ha
progresado, debido al transporte maritimo y que su peaje, depende del tamafio del buque.
Adicionalmente, la creacion del tercer juego de exclusa, permitio la entrada de los barcos Post-
Panamax (Campuzano, 2021).

La hipdtesis de nuestra investigacion indica, que a través del modelo matematico se puede

perfeccionar la dindmica de los barcos, en la industria naviera, 2023.

METODOS Y MATERIALES

El método de investigacion que utilizamos es de enfoque cuantitativo, con un nivel de investigacion

predictivo, en la cual se aplico la mecanica analitica para obtener el modelo matematico del barco.

Los barcos son vehiculos maritimos, que tiene la capacidad de flotar y moverse en el agua (Pérez
Porto, 2016). Sin embargo, este vehiculo tiene ciertos riesgos. Como el de remolcar otros barcos,
el cargamento de sustancia peligrosas, el fallo del motor (Mantilla, Camargo Ariza, & Almanza
solis, 2021).Adicionalmente, puede sufrir perturbaciones por parte del oleaje, el cual puede generar
dafios al barco y la dependencia climatica. No obstante, los barcos se han transformado, en el medio
mas idoneo para transportar mercancia de un lugar a otro. “Sin el sector maritimo, no seria posible
la importacion y exportacion de mercancias en el mundo. La expansion del transporte maritimo se
traduce en beneficios para los consumidores de todo el mundo a través del bajo costo de los fletes”

(OMLI, 2015).

El barco describe seis grados de libertad. Pero nosotros solo consideramos tres, debido a que los
otros tres permanecen invariantes. Las coordenadas que tomaremos, en cuenta para realizar nuestro

estudio son x, y e Y (Sgrensen, 2021).Los grados de libertad del barco son:

1. Movimiento longitudinal (surco): El barco puede avanzar (acelerar) o retroceder
(desacelerar).

2. Movimiento lateral (balanceo): Se refiere al movimiento de balanceo de un lado a otro.
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3. Movimiento vertical (cabeceo): Relativo al movimiento hacia arriba o hacia abajo de la
proa y la popa.

4. Movimiento de guifiada (girar sobre el eje vertical): Rotacion alrededor del eje vertical
del barco.

5. Movimiento de arfada (girar sobre el eje longitudinal): Rotacion alrededor del eje que
va de la proa a la popa.

6. Movimiento de balance (girar sobre el eje lateral): Rotacion alrededor del eje que va de

un lado a otro.

Para encontrar el modelo matematico del buque maritimo. Se debe describir el
comportamiento del buque (ver figural). Esto nos permitird encontrar el vector posicion del buque

maritimo.

Figura 1.

Descripcion geométrica del buque maritimo

A
e\

yo

Nota. El grafico representa la descripcion geométrica del bu8que maritimo, en la cual se pueden visualizar
sus parametros.

El vector posicion es un vector, que va del origen hasta donde se encuentra la particula, en
nuestro caso el barco sera la particula material. EI vector posicion del bugue maritimo, se puede

expresar matematicamente de loa siguiente manera:
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F=rcosypX+rsinyy (2.1)
Donde:

7, representa el vector posicion del barco
r, es el mddulo del vector posicion

Y, Es el angulo

En la ecuacion (2.1) nos indica que el vector posicion depende de r y y.Ahora, vamos a

diferenciar el vector posicidn para determinar la velocidad del vector posicion.

dr

d—; = (Fcosyp —rPsiny)® + (Fsiny — P cos )y (2.2)

Donde

a7 .
d—: , es la velocidad del buque

7, es la velocidad del bugue cuando se mueve hacia adelante
Y , es la velocidad angular del buque

La velocidad del buque maritimo depende de 7, r, 1, 9. Conociendo la velocidad podemos
encontrar la rapidez cuadratica mediante el producto escolar. Este producto lo que hace es operar
dos vectores y llevarlo a la misma dimension, es decir, obtener una operacién escalar. Veamos el

procedimiento matematico.
v-7=v% (23)
v? = [(r cos 1y — ry sin 1/))9? + (7" siny — i cos 1/))37]
. [(r cos 1 — rip sin 1/)))? + (1'” siny — i cos l/)))’?]
v =72 +r3p?  (24)
El resultado de la ecuacion (2,4) podemos obtener el Lagrangiano del sistema. “El
lagrangiano se define como una funcion escalar, de donde se pueden captar las leyes de la

conservacion, la evolucién temporal y otras caracteristicas primordiales de un sistema dindmico y

es el operador fundamental de la fisica™ [1].Pero paro obtener la ecuacion del lagrangiano, debemos
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determinar la energia cinética y la energia potencia. La energia cinética del barco lo podemos

definir de esta manera:

1
E. = Emv2 (2.5)

Sustituyo la ecuacién (2.4) a la ecuacion (2.5), entonces la energia cinética se puede

expresar de la siguiente manera:

E. = %m(f”z +7r2)p?)  (2.6)

La ecuacion (2.6) expresa la energia cinética del buque maritimo, ahora vamos a encontrar

la energia potencial del bugue maritimo.

U =mgh (2.7)

La energia potencia depende de h, el cual lo definimos como la altura, en la coordenada
del y. La energia potencial la podemos definir de la siguiente manera:

U =mgrsiny (2.8)

Luego, la energia cinética se le resta la energia potencial y de esta manera obtenemos el
lagrangiano delo buque, el cual se puede expresar asi:
L=E.—-U (2.9)

1 .
L= Em(fz +12Y?) — mgrsiny

1 .01 ,
L= Emrz + Emrzzpz — mgr siny (2.10)

La importancia del conocer el lagrangiano, es que nos permite determinar las ecuaciones
de movimiento del buque maritimo. Donde las variables son r y 1. Al tener dos variables implica,
que tendremos dos ecuaciones de movimiento. Las ecuaciones de movimiento o ecuaciones de

Euler- Lagrange, son mas generales que las segundas leyes de Newton, debido a que son aplicables
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a cualquier conjunto de coordenadas generalizada y permite descubrir la geometria que presenta el
sistema dinamico [2].

Las ecuaciones de movimiento se pueden expresar, de la siguiente manera:

0 (6L) oL 211
at\ag/ adq ¢ (@

La ecuacion (2.11) representa la ecuacion de movimiento, en donde q es la coordenada
generalizada y ¢ es la velocidad generalizada. En donde tenemos dos coordenadas generalizada la
cual son ry ¥ y las velocidades generalizadas son ¢ y ¥ . Ahora, buscaremos la primera ecuacion

de movimiento con la variable r. El cual se puede expresar de esta manera:

0 <0L) oL 217
o) "o =@ (212
Resolviendo:
d 6(1 .2+1 5 io . ) 6(1 _2+1 5 io ) )_
5\ arlgmi” +omr Y —mgrsiny 5\ omr Y —mgrsiny | = Q,

%(mf") —mr? —mgsiny = Q,

mit —mr? —mgsinyp = Q,  (2.13)

Donde Q, representa la representa la fuerza generalizada delo sistema y se interpreta como
una fuerza, que afecta el movimiento del bugue maritimo, en la cual representaremos de manera

matematica de la siguiente manera:

T
Q, = (2.15)

"~ rsiny

La ecuacion (2.15) la sustituimos a la ecuacion (2.13). La ecuacion del movimiento del

buque, queda expresada de esta manera:

. i2 . T1
— — = — 2.16
mi' — mrip* —mg siny rsing ( )
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También, se puede expresar de esta forma:
mrsiny i — mr?siny P — mgr (sin)? =1, (2.17)

Después, de haber obtenido la primera ecuacion de movimiento, procederemos a calcu8lar

la segunda ecuacion de movimiento con la variable .
d (0L oL 218

9] 8(1 ,2+1 2 iz . ) 6(1 ,2+1 5 io . )_
3\ 7% Zmr Zmrlp mgr siny o Zmr Zmrlp mgrsiny | = Q,

0 o
a(mr 1/)) —mgrcosy = Q,
2mi) + mr?y — mgr cosy = Q, (2.19)
Donde Q. es la fuerza generalizada del &ngulo, el cual se puede expresar de esta manera:

Q,=F, (2.20)

T2
Q, = (2.21)

~ rsiny

Ahora, sustituimos la ecuacion (2.21) a la ecuacion (2.19) y obtenemos, el siguiente
resultado:

T2

rsiny

2mi + mr?) — mgr cos P = (2.22)

La ecuacion (2.22) se puede expresar de la siguiente manera:
mr3y siny + 2mrrpsin P — mgr? cosPsinyp = 7, (2.23)

La ecuacion (2.17) y la (2.23) representan las ecuaciones del movimiento del buque

maritimo. De esas ecuaciones nos interesa saber las aceleraciones. Primero, buscaremos #
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. 1y +mgr (siny)? + mr2p? siny
T =
mrsiny

.. : ; T1
¥ = gsiny + ryp? + mrsing (2.24)

Ahorra, buscaremos la aceleracion angular del sistema.

. T, + mgr?cosiysiny — 2mrri sy

Y

mr3siny

1]).:ngOSI/J—Zf‘l[} T,

r? mr3siny (225

Es importante bajarle el orden a la ecuaciones, para eso aplicamos el concepto de variable
de estado.” Las Variables de Estado son variables internas del sistema, cuyo conocimiento para
todo tiempo, junto con el conocimiento de las entradas, permite computar cualquier otra variable
del sistema” [3].

Las variables de estado la podemos, expresar por medio de la coordenada generalizada y

la definimos de la siguiente manera:

. =7
42 =Y
43 =T
Ga =

Diferenciamos, las coordenadas generalizadas y quedan expresadas de la siguiente

manera:
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Usamos la ecuacion (2.24) para tener g5 en funcion de las coordenadas generalizadas y

queda reflejado de la siguiente forma:

T1

2.26
mq4 sin q, ( )

gz = gsing, + q19,* +

Ahora, utilizamos la ecuacion (2.2) para tener ¢, en funcion de las coordenadas

generalizadas y queda asi:

. 991€08q; — 2q3q, Ty
44 = 2 + e
q1 mq,~ sin g,

(2.27)

Con los resultados, obtenidos podemos expresar el modelo matematico del buque
maritimo, en funcion de sus variables de estado de manera vectorial, el cual escribimos del

siguiente modo:

Gn=f)+glu  (2.28)

Y nos queda asi:

q3 00

11 qa \ 0 0 \‘ .
D) _| gsing, +q:19. |+ 1 0 (T;) (2.29)
q.3 991 €0s gz — 2q3q, mq, sin q, ;
94 4.2 0 mq43 sin q,
Donde:

qs

qa

9q1€0sq; — 2q3q,
2
q1

f(x) = \ gsinq; + q,q,4° ) (2.30)
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0 0
/ 0 0
gx) =| 1 (1’ (2.31)
mqlsqu - -
R

El barco que utilizaremos tiene una masa de 25,0 kg. Adicionalmente, las condiciones

iniciales del barco son:
r(0)=0yv(0)=0

Resultado y Analisis

La programacion nos quedo de esta manera (ver figura 2):

Figura 2.

Programacion en bloque del modelo matemadtico del barco

@
1 1 da3
T T
Ifegralor Integratort
dg2
1 1
s —at
Integrator2 Integrator3
o s
torz [ —
—,—bﬂz
Sutsystem

Subsystem
= Add1

Nota. En la Figura 2, se puede visualizar la programacion en bloque del modelo matematico del barco.

Ahora le introduciremos dos sefiales senoidales al modelo matematico y podemos ver el bloque del

modelo matematico (ver figura 3).
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Figura 3.

Subsistema del modelo matematico del bloque

dq1 Iv’ |

/\/4P tor 1 dg2 P l l

Sine Wave1 Scope9

dg3 b[ ]

Scope10

dg4 P [ ]

Scopell

[\/ P tor2 ql P[ ]

Sine Wave Scopel2

q2 ’I_‘

Scope13

Modelo Matematico

Nota. En ese bloque se contiene todo el modelo matematico del barco. Las sefales de entradas, que elegimos fueron

las entradas senoidales, debido a que el barco estd en constante movimiento vibratorio.

50



Ahora, veremos el comportamiento de ¢ (ver figura 4).

Figura 4.
g1 VS t(S)

dg1 vs t(s)

05 _—

dqg1
Y

-0.5

d(s)
Nota. En esta grafica se puede observar el comportamiento de la velocidad de la coordenada

generalizada 1 y que estd creciendo de manera potencial, hasta que diverge.

Los resultados estadisticos que arrojas son estos (figura 5):
Figura 5.

Estadistica de la velocidad de la coordenada generalizada 1

Signal Statistics

Time
Max ' 3 25.034
Min : 0.025
Peak to Peak

Nota. En la Figura 5, podemos ver los valores estadistico, como el valor maximo de la velocidad

de la coordenadas generalizada 1, el valor maximo del tiempo , el valor minimo de la velocidad

51



de la coordenada 1, el valor minimo del tiempo, el valor pico a pico de la velocidad de la
coordenada generalizada 1, el promedio de la velocidad de la coordenada generalizada 1, el
promedio de la velocidad generalizada 1, la mediana de la velocidad de la coordenada

generalizada 1 y la velocidad cuadratica media tiende al infinito.

Ahora, analizaremos ¢, (ver Figura 6).
Figura 6.
g, Vst
dq2 vs t(s)

127

Nota. Esta es la grafica de la velocidad del angulo y podemos observar que esta sube a 1,23 rad/s y cuando llega a los

4 segundo la gréfica se estabiliza. Los resultados estadisticos se pueden ver en la siguiente grafica.

Los resultados estadisticos que arrojas son estos (figura 7):
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Figura 7.

Estadistica de la velocidad de la coordenada generalizada 1

* ¥ Signal Statistics

Nota. En la figura 7, podemos ver los valores estadistico, como el valor maximo de la velocidad de la coordenadas
generalizada 2, el valor méaximo del tiempo , el valor minimo de la velocidad de la coordenada 2, el valor minimo del
tiempo, el valor pico a pico de la velocidad de la coordenada generalizada 2, el promedio de la velocidad de la
coordenada generalizada 2, el promedio de la velocidad generalizada 2, la mediana de la velocidad de la coordenada

generalizada 2 y la velocidad cuadrética media tiende al infinito.

Ahora, analizaremos ¢ (ver Figura 8).
Figura 8.

gs Vst

dg3 vs t(s)

5 —
4 -
3 -
dc:|32 |
'1 -

D 1 1 1 1 ]

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

t(s)
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Nota. Esta es la Figura de la velocidad de la coordenada generalizada 3 y podemos observar que
esta creciendo de manera potencial y tiene un pequefio desdoblamiento y luego vuelve a crecer

hasta que diverge.

Los resultados estadisticos se pueden ver en la figura 9

Figura 9.
Estadistica de la velocidad de la coordenada generalizada 3

* ¥ Signal Statistics

Nota. En la Figura 9, podemos ver los valores estadistico, como el valor maximo de la velocidad de la coordenadas
generalizada 3, el valor méximo del tiempo , el valor minimo de la velocidad de la coordenada generalizada 3, el
valor minimo del tiempo, el valor pico a pico de la velocidad de la coordenada generalizada 3, el promedio de la
velocidad de la coordenada generalizada 3, el promedio de la velocidad generalizada 3, la mediana de la velocidad
de la coordenada generalizada 3 y la velocidad cuadratica media tiende al infinito.

Ahora, analizaremos ¢, (ver figural0).

Figura 10.
Gréficade g4 vst

dq4 vs t(s)

215

1.5

dg4 4 /

0.5

-0.5

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
t(s)

Nota. Esta es la Figura de la velocidad de la coordenada generalizada 4 y podemos observar que se
comporta como una funcion cuadratica, en cierta region y después se estabiliza.
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Los resultados de la Figura 11

Figura 11.
Estadistica de la velocidad de la coordenada generalizada 4

F ¥ Signal Statistics

Nota. En la Figura 11, podemos ver los valores estadistico, como el valor maximo de la velocidad de la coordenadas
generalizada 4, el valor maximo del tiempo , el valor minimo de la velocidad de la coordenada generalizada 4, el
valor minimo del tiempo, el valor pico a pico de la velocidad de la coordenada generalizada 4, el promedio de la
velocidad de la coordenada generalizada 4, el promedio de la velocidad generalizada 4, la mediana de la velocidad

de la coordenada generalizada 4 y la velocidad cuadratica media tiende al infinito.

CONCLUSIONES

En conclusion, el modelado de un barco basado en las ecuaciones de movimiento nos determina el
comportamiento, que tiene el barco en los océanos. El modelo utilizado describe con precision las
interacciones entre el barco, las fuerzas externas y el medio acuatico. Este modelo matematico, nos

permiti6 entender el rendimiento y la estabilidad del barco.
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