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Resumen: El teorema fundamental del calculo provee una formalizacién genérica de la relacion inversa entre
las teorias de diferenciacion e integracion; a saber,

d * gt ) =
=([rwa)=rw

[ rode=rw- @

lo cual se satisface en la teoria de integracién de Cauchy. Sin embargo, el teorema fundamental del célculo
pierde sentido si la derivada f’(x) de una funcién derivable no es Riemann integrable. El objetivo de este
articulo es presentar las propiedades que debe satisfacer la derivada f’(x) de una funcién diferenciable para
que se satisfaga el Teorema Fundamental del Calculo en la teoria de integracién de Riemann.

Palabras clave: Integral de Riemann, teorema fundamental del cdlculo, diferenciabilidad, integrabilidad,
primitiva.

Abstract: The fundamental theorem of calculus provides a generic formulation of the inverse relationship
between the theories of differentiation and integration; meaning,

d([* gt ) =
H([rwa)=re

[ rod=r@-r@

and

which is satisfied in Cauchy integration theory. However, the fundamental theorem of calculus has no meaning
if the derivative f’(x) of a differentiable function is not Riemann integrable. The purpose of the research is to
preset the proprieties which should fulfill the derivative f’(x) of a differentiable function in order to satisfy
the Fundamental Theorem of Calculus in the Riemann integration theory.
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1. Introduccion
Una de las principales ventajas de la teoria de integracion de Cauchy (para funciones
continuas) es que le permiti6 demostrar generalmente la existencia de integrales o
funciones primitivas, cuyas propiedades, él pensd, podian ser estudiadas solo después de -
la demostracion de existencia. Para funciones continuas f:[a, b] = R, Cauchy consideré la

funcién F: [a, b] = R definida por

F(x)zf f(t)dt

Como por el Teorema del Valor Medio para Integrales, existe un 8 € [0,1] tal que

F(x+h)—f(x)_1
h " h

x+h
j f®)dt =f(6x+h)

F no es solo continua, sino también diferenciable en [a, b]. De aqui, Cauchy establecio los

siguientes resultados (Barthle, 2011; Edwards, 2013; Bressoud, 2011).

Teorema 1: (Primera version del Teorema Fundamental del Célculo): F es una funcidn

primitiva para f en [a, b]; es decir, F'(x) = f(x) paratodo x € [a, b].

Teorema 2: (Segunda versién del Teorema Fundamental del Calculo): Todas las primitivas
de f deben ser de la forma f;f(t) + C, donde C es una constante; esto es, si Ges una

funcién con derivada continua G’, tal que G'(x) = f(x), para todo x € [a, b], entonces

fxf(t) dt = fo'(t) dt = G(x) — G(a)
a a

En la demostracion del Teorema 2, Cauchy usa las hipdtesis

a) G tiene derivada en [a, b]

b) Esta derivada es continua en [a, b]

Para establecer que

b
f G (x)dx = G(b) — G(a)

a

La pregunta a plantearse es:
éSe pueden generalizar los teoremas 1 y 2 (debilitando las hipodtesis) a la teoria de

integracién de Riemann?
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Como ilustracion se presentan los siguientes ejemplos
Ejemplo 1: Sea F: [—2,2] = R la funcién definida por
s
2 —
Fx) = {x sen(x) ,x#0
0 ,x=0

Note que F esderivableen [—2,2] v

2xsen (g) — T CcoS (g) ,x*+0

0 ,x=20
Ademas |f(x)| < 8, paratodo x € [—2,2].

f):=F'(x) ={

. L (1%
Considere, la sucesién {ﬂ} en [—2,2] . Entonces
n=1

f (%) =2 (%) sen(2nm) — mwcos(2nm) = —1

Como

(=0 v ()= =@

se tiene que f no es continua en [—2,2]. Sin embargo, f es Riemann integrable en [—2,2]

y

[ rwar=r@-re2
-2

s I8
= 4sen (E) — 4sen (— E)
=4+4
=8
Asi pues, la funcidn F satisface la segunda versidn del Teorema Fundamental del Calculo en

[—2,2], sin ser F” una funcién continua en [—2,2].

Ejemplo 2: Sea F:[—1,1] — R la funcién definida por

5 1
F(x) = {x sen (F) ,x#F0
0 ,x=20

Note que Fes derivableen [—1,1] y
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e fron(3)2enE) xeo

0 ,X =

. . 1 )%
Considere la sucesidn {ﬁ}n_len [—1,1]. Entonces
1
A

)_ 2
N R

sen(2nm) — 2V 2nm cos(2nm) = —2V2nm

Esto implica que la funciéon f no es Riemann integrable en [—1,1], ya que no es acotada en
[—1,1]. Por consiguiente, la funcion F no satisface la segunda version del Teorema
Fundamental del Calculo en [—1,1].
De los dos ejemplos anteriores, se puede afirmar que:
i) La derivada de una funcidn en un intervalo cerrado [a, b] no es necesariamente
Riemann integrable en [a, b].
ii) La continuidad de la derivada F” de una funcién derivable F no se puede tomar
como un hecho.
iii) La hipotesis de continuidad de F* no es una condicién necesaria para que se

cumpla el Teorema 2.

La pregunta ahora es:
¢Qué condiciones debe satisfacer la derivada F* de la funcién F que garantice la veracidad
del Teorema 2?

Para contestar esta pregunta se estudiaran primero algunas propiedades que tiene la

derivada f” de una funcién diferenciable f definida en un intervalo [a, b] .

2. LaPropiedad del Valor Intermedio para Derivadas

Sea f:[a,b] » R una funcion diferenciable. De los Ejemplos 1y 2 se sabe que f’" no es
necesariamente continua ni acotada en [a, b] . Asi que la interrogante es, qué tan mal
puede ser el comportamiento de la derivada de una funcién. En esta direccién el
matemadtico francés Gastdn Darboux (1847-1917) probé el siguiente teorema (Dunham,

2005; Propp, 2013).
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Teorema 3: Sea f:[a, b] = R una funcion diferenciable en el intervalo [a, b] . Si k es un

niumero entre f'(a) vy f’(b), entonces existe un ¢ € [a, b] talque f'(c) = k.

Demostracion:
Suponga que f'(a) < k < f’(b) . Considere la funcién g:[a, b] = R definida por

g(x) = kx — f(x)
Como f es diferenciable en [a,b], g es diferenciable en [a, b] y

9 @) =k—f)
Ademas, como g es continua en [a, b], existe un ¢ € [a, b] tal que

g(x) < g(c), paratodo x € [a, b].

Por otro lado, como g'(a) =k — f(a) >0y
g(a+h)—g(a) S

g'(a) = lim, h 0
Se tiene que
gla+h)—g(a) >0, cuandoh - 0*
y

gla+h) > g(a), cuando h - 0*
por lo tantoa # c.
De igual manera se tiene que b # c. Asi pues, ¢ € (a, b). Como g alcanza su valor maximo
encyc € (a,b), se tiene que g'(c) = 0. Es decir,
k=f(@©=0 vy k=f().
Ejemplo 3: Sea f: [—3,3] = R la funcidn definida por

0 ,-3<x<0
f(")‘{4, 0<x<3

y considere la funcién F:[—3,3] - R definida por
X
F(x) = f f()dt
-3
Luego

x<0:F(x)=fxf(t)dt=fx0 dt =0
-3

-3



57. Vision Antataura, Vol.4, No.1, Junio — Noviembre 2020

x=0=>F(0)=fxf(t)dt=fx0 dt =0
-3

-3

x 0 x
x>0:>F(x)=f f(t)dtzf f(t)dt+f f(t)dt
-3 -3 0

X
=4f dt = 4x
0

Asi pues,

0 ,-3<x<0
F(x)_{z}x, 0<x<3

Note que F es continua, pero no diferenciable en [—3,3], por lo que F no es una primitiva
de f en [—3,3] . Mas aun, por la Propiedad de Valor Intermedio para Derivadas (ver
Teorema 3), f no posee primitiva en [—3,3] , a pesar de que es Riemann integrable en
[—3,3] . Recuerde que en el Ejemplo 2 se presentd una funcidén que posee primitiva, pero
no es integrable en el intervalo [—2,2].

Los ejemplos anteriores fueron las bases que motivaron el replanteamiento del Teorema
Fundamental del Cdlculo en la teoria de integracion de Riemann, lo cual se desarrolla en la

siguiente seccion.

3. El Teorema Fundamental del Calculo en la Teoria de Integraciéon de Riemann.

Para la funcién f:[—1,1] — R definida en Ejemplo 2, se tiene que la derivada F'no es
acotada en [—1,1], por lo tanto, ella no es Riemann integrable en[—1,1] v, por ende, no se
satisface la segunda version del Teorema Fundamental del Calculo. Sera que si se supone
que F’ es acotada en [a, b], entonces se satisface el Teorema Fundamental del Calculo. En
este sentido se plantea la siguiente conjetura en la teoria de integracién de Riemann.

(Bressoud, 2011), (Botsko, 1991), (Propp, 2013).

Conjetura: Sea F: [a, b] - R una funcidn diferenciable en [a, b] con derivada acotada F’en

[a, b]. Entonces F’ es Riemann integrable en [a, b] y

b
f F* (x)dx = F(b) — F(a)
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En 1881 el matematico italiano Vito Volterra (1860-1940) resolvid negativamente esta
conjetura en su articulo “Sui principii del calcolo integrale “. (Edwards,2013),
(Dunham,2005), (Brand, 1995). Ahi Volterra presenté un ejemplo de una funcion F que
tenia una derivada acotada en [a, b] pero cuya derivada era tan discontinua como para ser
Riemann integrable (o sea que el conjunto de discontinuidades tenia medida de Lebesque

no nula); por lo tanto, la ecuacién

b
f F(x) dx = F(b) — F(a)

deja de tener sentido. Volterra destruyé cualquiera esperanza de establecer un Teorema
Fundamental del Cdlculo simple en la teoria de integracién de Riemann.

A pesar del ejemplo presentado por Volterra, en 1875 Darboux tuvo éxito en
determinar la propiedad de la derivada F’ para que el teorema fundamental del calculo sea
verdadero en la teoria de integracion de Riemann, resultado que enuncia en el siguiente

teorema y es una generalizacion del Teorema 2, (Botsko, 1991).

Teorema 4: Sea F:[a,b] —» R una funcién diferenciable en [a, b]. Si f = F’es Riemann

integrable en [a, b], (y, por ende, acotada), entonces

b b
]f(x)dx=J F'(x)dx =F(b) — F(a)

Demostracion:
Seap = {x,,..., x, }una particién de [a, b], donde
a=xy<x<...<x,=b
Entonces
F(b) = F(a) = F(xn) — F(xo)
= (F(xy) = F(x)) + (F(x2) — F(x1))+... +(F(x) — F(xn_1))

n

= D (FG) = FGxi)

i=1
Como Fes diferenciable en [x;_, x;], por el Teorema del Valor Medio de Lagrange, existe

unc; € (x;_1, x;)tal que

F(x;) — F(xi—1) = f(c)(x; — xi-1)
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Por consiguiente

Fb) = F(@ = ) f(e)xi—%i0)
i=1

Note que

m; = inf{f(x):x € [x;_1, %]} < f(c;) < sup{f(x):x € [x;_1, x;]} = M;

paratodoi = 1,2,...,n. Por lo tanto

LOFPY = ) miC =) < ) f(e) (= xi0) < ) My = xi0) =:U(F, P)
i=1 i=1 i=1

de donde
L(f,P) < F(b) — F(a) < U(f,P)

para toda particion P de [a, b]. Como

b
f f(x)dx: = sup{L(f, P): P es una particion de [a, b] }

b
f f()dx: = inf{U(f, P): P es una particion de [a, b] }

se tiene que

b b
ff(x)deF(b)—F(a)Sff(x)dx

Por hipédtesis f = F” es Riemann integrable en [a, b], o sea que

[P feodx = [0 fGdx = [ f()dx
Por consiguiente,

2 f)dx = [P F'(x) dx = F(b) — F()

Una modesta generalizacion del Teorema 4 es la siguiente:

Teorema 5: Sean f,F:[a, b] - R funciones y Eun subconjunto finito de [a, b]. Si
i) F es continua en [a, b]

ii) F'(x) = f(x), paratodox € [a,b] — E

iii) f es Riemann integrable en [a, b]

Entonces
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b b
f £(x) dx = f F(x) dx = F(b) — F(a)

Demostracion:
Sea Py = {xy,x1,..., X, Juna particion de [a,b] talque E Cc Pya = xy < x; <...< X, = b
Entonces

F(b) — F(a) = F(xn) — F(x0)

= D (Fe) — Fxi)

Como F es continua en [x;_q, x;] y diferenciable en (x;_4,x;), por el Teorema del Valor
Medio de Lagrange, existe un c¢; € (x;_q, x;) tal que

F(x;) — F(xi—1) = f(c) (x; — xi-1)

Por consiguiente,

F(b) = F(@) = ) (e = xi1)
i=1

Como f es acotada en [a, b],

m; = inf{f(x):x € [x;_1, ]} < f(c) < sup{f(x):x € [x;i_1, x;1} = M;

paratodoi = 1,2,...,n. Por lo tanto,

L(f,Pg) = z m;(x; — x;_1) < Zf(ci)(xi —xj—1) < Z M;(x; — x;—1) = U(f, Pg)
i=1 i=1 i=1

de donde
para toda particion P de [a, b] tal que E C Pg.
Como

b
f f(x)dx: = sup{L(f, P)/P es una particién de [a, b] }

a

= sup{L(f, Pg) /Py es una particién de [a,b] y E c P}
b
f f(x)dx = inf{U(f, P)/P es una particién de [a, b] }
a

= inf{U(f, Pg)/Pg es una particién de [a,b] y E c P }
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se tiene que

b 5
f fQ)dx < F(b) —F(a) < f f(x)dx

Luego, como fes Riemann integrable en [a, b], se tiene que F’es Riemann integrable en

[a,b]y

b b
ff(x)dx=f F'(x)dx = F(b) — F(a)

En el Teorema 4 presentado por Darboux, se supone que la funcién f = F’es Riemann
integrable en [a, b]. Pero ¢ébajo qué condiciones la derivada F” de F es Riemann integrable
(sin hacer uso de la teoria de medida)?. En lo que sigue se dara respuesta a esta pregunta

(Brand, 1995; Propp, 2013).

Teorema 6: Sea ¢: [a, b] —» R una funcién Riemann integrable en [a, b] tal que
m<o(x)<M

para todo x € [a, b]. Considere la funcion p: [a, b] = R definida por

X
pe) = [ @t
a
Si p es diferenciable en x € [a, b], entonces

m<px)<M

Demostracion:

Considere la funcion K: [a, b] » R definida por

K@) =p(x) —m(x —a)

Entonces K es diferenciable en [a, b] y

K'(x)=p'(x)—m

para todo x € [a, b]. Ademas,

K(x) = fxgb(t)dt —m(x —a)

= fxqb(t)dt—fxmdt
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- f (@) — m)dt

Como ¢(t) = m para todo t € [a, b], K es una funcién creciente en [a, b]. Por lo tanto,

K’(x) = 0 parax € [a, b]. Asi pues,
p’(x) = m, paratodo x € [a, b]

Por otro lado, considere la funcién L: [a, b] = R definida por
L(x) = M(x —a) — p(x)
Entonces L’ es diferenciable en [a, b] y
L'(x) =M —p'(x)
para todo x € [a, b]. Ademas
L(x) =M(x—a) —p(x)

= ijdx—fx¢>(t)dt

=j (M — ¢(t))dt

Como ¢(t) < Mpara todo t € [a, b], L es una funcién creciente en [a, b]. Por lo tanto
L’(x) > 0 paratodo x € A. Asi pues

p’ (x) < M, paratodo x € [a, b]
De todo lo anterior se tiene que

m < p’(x) < M, paratodo x € [a, b]

Teorema 7: Sea ¢: [a, b] = R una funcion integrable en [a,b]y p:[a,b] = R la funcién
definida por

p(x) = f $(t)dt

a

Si  p es diferenciable en [a, b], entonces p” es integrable en [a, b].

Demostracion:
Sea P ={xy, xq,...,X,} una particién de [a, b], donde

a=xy<x<...<x,=b
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Como

m;: = inf(lxi_1, x;]) < d(0) < sup{p[x;_1, x;]} =: M;
Paratodo t € [x;_q,x;], por el Teorema 6 se tiene que
m; <p'(t) <M
paratodoi = 1,2,...,n. Por lo tanto,

L(¢,P) < L(p,P) <U(p’,P) <U(¢,P)

b

b b b
gb(x)dxsf p'(x)def p'(x)def ¢(x)dx

a a

P —

Como ¢ es integrable en [a, b], se tiene que

ngb(x)dx = jjqb(x)dx = fabqb(x)dx

Por consiguiente,

pr’(x)dx = ij’(x)dx

y p’es integrable en [a, b].

Teorema 8: Sea F:[a,b] » R una funciéon diferenciable en [a,b]. La derivada F’ es

integrable en [a, b] si y sélo si, existe una funcién integrable ¢:[a, b] — R tal que

F(x) = F(a) + fxqb(t) dt

para todo x € [a, b].

Demostracion:

Si F’es integrable en [a, b]; entonces por el Teorema 4,

f xF'(t)dt = F(x) — F(a)

Luego,
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Fx) = F(a) + fo'(t) dt = F(a) + fxcp(t) dt

a a

donde ¢: = F’ es una funcién integrable en [a, b].

Reciprocamente, supongamos que existe una funcién integrable ¢:[a,b] - R tal que

F(x) =F(a) + fxqb(t) dt

paratodo x € [a, b].Sea ¢:[a,b] = R la funcion definida por

p(x) = j (D)t

Luego

p(x) = F(x) — F(a)
paratodo x € [a, b]. Por lo tanto, pes diferenciable en [a, b]y p” = F’. Asi, por el Teorema

7, F" = p” esintegrable en [a, b].

Conclusién: Sea F:[a,b] —» R una funcién diferenciable en [a, b]. Si existe una funcién
integrable ¢:[a,b] —» R tal que
X
F(x) =F(a)+ f ¢(t)dt
a
paratodo x € [a, b], entonces por el Teorema 8, la funcion p: [a, b] = R definida por
X
pe) = [ @t
a

es diferenciable en [a, b] y p” = F’. Luego, por el Teorema 7, F* = p’es integrable en [a, b].

Por consiguiente, por el Teorema 4,

JXF’(t) dt = F(x) — F(a) = qub(t) dt

Sin embargo, esto no implica que F* = ¢, como lo muestra el siguiente ejemplo

Ejemplo 4: Sean F,¢:[—1,1] — R las funciones definidas por

0 ,-1<x<0
—_ < ) —_
F(x)={2z ,01<_xx<<10 ’ ¢(x)={2 , x=0
T 2x ,0<x<1
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Entonces F es diferenciable en [—-1,1] y

v (0 ,—1<x<0
F(x)_{Zx 0<x<1

Ademas,

f_ xlF (t)dt = f_xlgb(t)dt

paratodo x € [—1,1]. Sin embargo F* # ¢ en [—1,1]
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