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Resumen: En el presente trabajo se caracterizan los espacios de Hilbert separables de dimensién infinita y se
prueba que son isométricamente isomorfos al espacio de Hilbert 12.
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Abstract: In this paper separable Hilbert spaces of infinite dimension are characterized, and it is proven that
they are isometrically isomorphic to the Hilbert space 1%.
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1. Introduccién

Un importante espacio de Hilbert, que recuerda en su aspecto al espacio de

00

coordenadas de dimensién finita, es el espacio de todas las sucesiones {x,} . de

o0
. . 2 . .
numeros reales o complejos para las que E |Xn| converge. Este es el espacio de Hilbert
n=1

I? el cual es el prototipo de los espacios de Hilbert separables de dimensién infinita.
En este trabajo se revisan las propiedades de las bases ortonormales en los

espacios de Hilbert y se caracterizan los espacios de Hilbert separables de dimension
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infinita. Finalmente, se prueba que 12 es isométricamente isomorfo a cualquier espacio

de Hilbert separable de dimension infinita.

2. Bases ortonormales en espacios de Hilbert

2.1 Definicion: Sean X un espacio con producto internoy Mc X, M z#zd. M esun

conjunto ortonormal si

0 six
#Y para todo X,y € M.

()=

1 six=y
2.2 Lema: Todo conjunto ortonormal {el,ez,---,ek} en un espacio con producto interno

X es linealmente independiente. En particular, si X es k—dimensional entonces el

conjunto {e;,e,,---,6,} es una base para X vy cualquier vector xe X puede ser

k
expresado en la forma X :Z<x,en> e, (en este caso {el,ez,---,ek} usualmente se llama
n=1

base ortonormal y los nimeros <X,en> son las componentes de X con respecto a esta

base, los cuales son llamados los coeficientes de Fourier de X con respecto a esta base

ortonormal).

2.3 Lema: Sea {Vl,vz,---,vk} un subconjunto linealmente independiente de un espacio
con producto interno X y sea Y :[{Vl,---,vk}]. Entonces existe una base ortonormal
{e,---,e} para Y.

2.4 Definicion: Sea X un espacio con producto interno. Una sucesion {en}:’:1 c X se
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dice que es una sucesién ortonormal si |e, =1 para todo neN, y (e ,e,)=0 para todo

m,neN con m#=n; es decir,

0 sin#m
ve=; &
1 sin=m

2.5 Propiedad: Todo espacio con producto interno X de dimensién infinita contiene una

sucesién ortonormal.

2.6 Propiedad: Sea X un espacio con producto interno y sea {en}(::1 una sucesién

i . = 2
ortonormal en X . Para cualquier x € X la serie (real) Z‘(x,en> converge y

n=1

<[

>fxe,)

2.7 Propiedad: Sean H un espacio de Hilbert y {en}:;l una sucesién ortonormal en H.

0
© .7 . . .
Sea {an}n=1 una sucesion en . Entonces, la serie Zanen converge en H siy solosila
n=1

0
. 2 .
serie Z|an| converge en R . Sieste es el caso, entonces

n=1

2

0

=2 el

n=1

Z anen

n=1

2.8 Propiedad: Sea H un espacio de Hilbert y sea {en}::l una sucesion ortonormal en H .

Para cualquier x e H laserie D (x,e,)e, convergeen H.
n=1
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2.9 Propiedad: Sean X un espacio con producto interno y {en}:):l una sucesion

ortonormal en X . Entonces para cada X €[e,,e,,-],

2.10 Propiedad: Sea {en}::l una sucesion ortonormal en el espacio de Hilbert H. Los
siguientes enunciados son equivalentes:
(a) [911921"']:Hi es decir, el subespacio generado por el conjunto ortonormal

{e,/neN} esdensoen H.

(b) X = Z(x,en>en, para todo X € H ; es decir, todo elemento de H es igual a su serie

de Fourier.

(c) (x y>:i<x,en><y,en>, para todo X,y e H.

n=1

2, paratodo Xxe H. Identidad de Parseval.

(d) I =2lxe,)

0
n=1

(e) No existe un conjunto ortonormal en H que contiene propiamente al conjunto

{e,/neN}. Oseaque {e,/neN} esmaximal en el sentido ortonormal.

(f) {e,/neN} ={0}.

(9) (xe,)=(y.e,), paratodo neN=x=Yy.

2.11 Definicién: Sea {e,} " una sucesién ortonormal en el espacio de Hilbert H. {e,}"
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es una base ortonormal para H si se satisface una de las condiciones de la Propiedad

. .7 0 .7
2.10. En este caso se dice también que {en} es una sucesion ortonormal total o

n=1

completa.

3. Espacios de Hilbert Separables

Ahora que se han estudiado las bases ortonormales en detalle, es natural preguntarse qué

espacios de Hilbert poseen una base ortonormal.

3.1 Definicion: Un espacio de Hilbert H se llama separable si existe una familia

enumerable de vectores {v,,V,, -} tal que {V;,V,,---}=H .

3.2 Teorema: Todo espacio de Hilbert de dimensién finita es separable.

Demostracion: Sea H un espacio de Hilbert tal que dim(H): Nn<oo y sea {el,ez,---

una base para H. Definamos,

S={Zn:akek :(al,...,an)eQ”} si H esreal
k=1

n
S :{Zakek ‘o, =a, +ib,; a.b, e@} si H es complejo.

k=1

En cualquier caso S es enumerabley S=H. Porlo tanto, H es separable.

El siguiente Teorema caracteriza a los espacios de Hilbert separables de dimensién
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infinita.
3.3 Teorema: Un espacio de Hilbert de dimensién infinita H es separable si y solo si

posee una base ortonormal.

Demostracion:

:>] Sea H un espacio de Hilbert separable y dim(H ) =o0. Entonces existe una sucesion
{x,}", tal que H={x,/neN}. Consideremos la sucesién {y,}  que se obtiene de

C g . 7 . .7 0 . . .
{x,}._, omitiendo los términos de la sucesién {x,}  que son combinaciones lineales de

los términos precedentes de la sucesion X, X,, X;, -+, X, X35

Asi, y,=X. Si X, es combinacién lineal de X, entonces no lo tomo; si X, no es
combinacién lineal de X, entonces tomo Y, =X,. Si X; no es combinacion lineal de X, y

X, entonces lo tomo y procedo de esa forma.

.7 0 . . . .
Por construccién, {yn}n=1 es un conjunto linealmente independiente y

[X1’X2"“]:[y1’y21'“]'

. . .7 0
Por el proceso de Gram-Schmidt podemos construir una sucesién ortonormal {en}n=1 tal

que

e )=y Yo ] = [0 %]

Por lo tanto,

(61| =[X X0 ] D X0 Xr -} = H .

Asi pues, H =[e;,e,,---] con {e,}  una sucesion ortornormal, de donde {e,}" es una
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base ortonormal para H .

<:]Supongamos ahora que H posee una base ortonormal {en}:: Luego para todo

XxeH,

= <oo.

n=1

= (ne)e v 2fixe)
Sea

S:{Zakek/ak eQ(6a = p+ig,, Py, G e@),neN}.
k=1

Luego, S es un conjunto enumerable.

Probemos que S esdensoen H. Sea Xxe H, entonces

=3 (xe)e v el

n=1 n=1

Sea ¢ >0, entonces existe un N e N tal que

Para cada n=12,3,---,N tomemos ¢, € racional o complejo racional (segun sea el

caso) tal que

‘(x,en>—ozn2

N
Tomemos Yy = Zanen € S entonces
n=1
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ol =[x - )+ 3 (xede
N 2 = 2
:Z:;Kx,en) a, +§l‘<x,en>
Sg_2+g_2
2 2

de donde |x—y|<e&. Estoimplica que S=H yporlotanto, H es separable.

3.4 Teorema: La sucesion ortonormal {en}f=1 es una base ortonormal para 1%, donde

Demostracion: Es claro que para cualquier neN, e, €l” paratodo 1< p<c.

Note que |le,||, =1 para todo neN y (e,,e,)=0 para todo n=m, nmeN. Asj,
{en}:;l es, en efecto, una sucesion ortonormal en 12.

o 2
Por otro lado, sea X ={X,}  =(X,X,,---)€l?, entonces

(x,e,)=X,,

por lo tanto,

2

I, =2 =2 e )
n=1 n=1

O sea, se satisface la identidad de Parseval. Por lo tanto, {en}:;l es una base ortonormal
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para 12 (Por la Definicién 2.11).

3.5 Corolario: |° es separable.

Demostracion: Se deduce directamente de los Teoremas 3.3y 3.4.

3.6 Lema: Sean [a,b] un intervalo acotadoy 1< p<oo. Entonces el conjunto C([a,b])

es denso en L° ([a, b])

3.7 Lema: Para cualquier b>a el conjunto de polinomios con coeficientes racionales (o

complejos racionales) es denso en el espacio (C([a,b]),” - ||OO)

Demostracion: Consideremos el espacio C; ([a,b]), con la norma |||

_» Y supongamos

que feCy ([a,b]) y £>0 arbitrario. Por el teorema de Stone-Weierstrass existe un

polinomio real pl(x):ZOzkxk tal que |f—p] <%. Ahora, para cada k=0,---,n,
k=0

Z:y/k (donde ;/=max{|a|,|b

elijamos coeficientes racionales S, tal que |,Bn —an|<

by

sea P,(X)=D B.x~.
k=0

Entonces

n
I pal, <38 ~er) 7 <&, yporlotanto, [ 1~ <,
k=0

lo que demuestra el resultado.
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Para el caso complejo aplicamos este resultado a la parte real e imaginaria de

f eC. ([a, b])

3.8 Teorema: Para cualquier b >a el conjunto de polinomios con coeficientes racionales

(o complejos racionales) es denso en el espacio (L2 ([a,b]),|| - ||2)

Demostracién: Consideremos el espacio L%, ([a,b]), con lanorma || ||, Y supongamos que

f L% ([a,b]) y £>0 arbitrario. Por el Lema 3.6 existe una funcién g C, ([a,b]) tal

& . . . .
que ||f —g|_ < Por le Lema 3.7, existe un polinomio p con coeficientes racionales tal

Luego, en L% ([a,b]) la norma |g - p||, <§ y por lo tanto,

£
ue (g-— < —.

que Jlg—p|, <7 bal

||f - p||2 < &, lo que prueba el resultado en el caso real.

Para el caso complejo aplicamos este resultado a la parte real e imaginariade f .

3.9 Corolario: L* ([0,1]) es separable.

Demostracion: El conjunto de polinomios con coeficientes racionales (o complejos

racionales) es enumerable y denso en L* ([Ol]) . Porlo tanto, L ([Ol]) es separable.

3.10 Definicidon: Sean X,Y espacios normadosy T € L(X,Y). T es una isometria si

||T (X)” =||x| paratodo xe X . Si T es una isometria suryectiva, entonces se dice que X

y Y son espacios normados isométricamente isomorfos.
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3.11 Teorema: Sea H un espacio de Hilbert con una base ortonormal {un}:ﬂ, entonces

existe una isometria suryectiva T:H —1? tal que T(u,)=e,=(0,0,---,0,1,0,---), para

n

todo neN.

Demostracién: Sea X € H , entonces X = Z(x,un> u,.
n=1

Denotemos
a,=(xu,).

Luego,

=X <o

2l =2 [(xu,)
n=1 n=1
Esto implica que
{a,}” el
Definamos T :H — 12 por
T(x)={a,} ,,donde a, =(x,u,).
Probemos que T es lineal.

Sean Xx,yeH y a,f F. Entonces

0

x:ixx,un)un y y=>(y.u)u,.

n=1 n=1

Luego,

ax+ By = i(ax+ﬂy,un> u,
n=1
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y

T(ax+pYy)= {<ax+,8y,un>} .

= a{(xu )V +B{yu),
=aT (x)+ BT (y).

0
n=

Por lo tanto, T es lineal.

Probemos que T es unaisometria. En efecto, por la identidad de Parseval se tiene que

2
=[x

T OOl =J{xu),

= 2lxu)

de donde

||T (X)”2 = ||X|| paratodo xe X .

Asi, T es unaisometria.

Probemos que T es suryectiva.

Sea {a,} €’ entonces §:|05n|2 <.
n=1

Luego, por la Propiedad 2.7 Zoznun e H . Denotemos X = Zanun , entonces o, =<X,un>
n=1 n=1

paratodo neN. Por lo tanto,

o0

K= 300, Uy T (0=}, = fen 7

n=1
Asi, T essuryectiva. Hemos probado que T es una isometria suryectivay

T(u,)=e, paratodo neN.

3.12 Corolario: Todo espacio de Hilbert H separable de dimensién infinita es
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isométricamente isomorfo a |?; es decir, existe una isometria T:H —1? tal que es un
isomorfismo.
Demostracion: Como H es un espacio de Hilbert separable de dimension infinita

entonces por el Teorema 3.3, H posee una base ortonormal y, por el Teorema 3.11, H
es isométricamente isomorfo a 2.

3.13 Corolario: LZ([O,l]) es isométricamente isomorfo a I°.
Demostracion: Por el Corolario 3.9 LZ([O,l]) es un espacio de Hilbert separable de

dimension infinita, luego por el Corolario 3.12 LZ([O,l]) es isométricamente isomorfo a

|2
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