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Resumen: El presente trabajo conlleva al estudio de las familias de existencia y unicidad de operadores
lineales acotados definidos sobre espacios de Banach como una herramienta para manejar el problema
abstracto de Cauchy. En este trabajo se presenta un sistema de operadores mas general, la familia E, de
existencia para un operador lineal A4, de operadores lineales acotados de un espacio de Banach Y (puede ser
diferente de X) en X como una nueva herramienta por tratar con Problema Abstracto de Cauchy. Esta idea
es algo diferente de lo tradicional. También se estudia a su compafiera familia de unicidad.
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Abstract: The present work leads to the study of the families of existence and uniqueness of bounded linear
operators defined on Banach spaces as a tool to handle the abstract Cauchy problem. In this work a more
general system of operators is presented, the family E, of existence for a linear operator A, of bounded linear
operators of a Banach space Y (can be different from X) in X as a new tool to deal with pProblem Cauchy
abstract. This idea is somewhat different from the traditional one. Its companion family of uniqueness will be
also studied.
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1. Introduccion

La teoria de ecuaciones diferenciales en espacios de Banach juega un papel
importante en matematica. Un tema importante en esta teoria es el problema de abstracto
de Cauchy. Durante las ultimas décadas el estudio de algunas generalizaciones de los
semigrupos fuertemente continuos clasicos; tales como los semigrupos integrados, los
semigrupos regularizados y las familias de existencia de operadores lineales acotados en X,
han llamado mucho la atencidn, porque estos nuevos tipos de familias de operadores

equipan al Problema Abstracto de Cauchy con sistemas de operadores para controlar los
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problemas bien y mal propuestos. (DeLaubenfels, Sun y Wang, 1995; Cortés, Fraguela,
Grebennikov, Morin y Oliveros, 2011).
Se estudia el Problema Abstracto de Cauchy (PAC)

{u’(t) =Au(t), t=0
u(0) = x,

donde A es un operador lineal en un espacio de Banach (Martinez, 2016). La finalidad es

caracterizar las familias de existencia y unicidad para las soluciones de dicho problema.

2. Familias de existencia y unicidad.

Alo largo de este trabajo X, Y son espacios de Banach, L(Y, X) es el espacio de todos
los operadores lineales acotados definidos de Y en X y L(X,X) = L(X). Para un operador
A, D(A) denota el dominio de Ay R(A) al rango de A. [D(A)] define el espacio normado
D(A) con la norma grafica

Ixllpay; = llxll + lAx]l, x € D(A).
Cuando C € L(Y,X), [R(C)] denota el espacio de Banach R(C) con la norma

Ixllireey: = infllxll; Cy = x}.

Definicion 2.1: Una solucién de (PAC) es una funcién valuada en X, u(t) continuamente

diferenciable tal que u(t) € D(A) paratodot > 0y tal que (PCA) se satisface.

Definicién 2.2: Sipara algin a > 0, existe una aplicacién H: [0, 0) = L(Y, X) fuertemente

continua de orden 0(e"") tal que paral > a

o)

Gy = f e MH(t)ydt, yE€EY
0

con G(+): (a,o) — L(Y, X), entonces se dice que G € LTy, — L(Y, X).

Definicion 2.3: Sea A como en (PAC). Sean E, € L(Y,X) y U, € L(X) inyectiva.
1. La familia fuertemente continua de operadores {E(t)};so € L(Y,X) es llamada una

familia E, de existenciapara 4, siparacaday €Y, t >0
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t

f E(s)ydseD(A) y A (f E(s)yds> =E(t)y — Eyy. (Ec2.1)
0 0

También se dice que A tiene una familia E, de existencia {E (t) };»o-
2. La familia fuertemente continua de operadores {U(t)};so € L(X) es llamada una

familia U, de unicidad para 4, si paratodox € D(A) yparat =0
t
J. U(s)Axds = U(t)x — Uyx. (Ec2.2)
0

También se dice que A tiene una familia U, de unicidad {U(t)}:so-
Dg, (A) es el subespacio de D(A) que consiste de aquellos elementos x para los cuales

Ax € R(Ey).

Teorema 2.4:

1. Si existe una familia E, de existencia {E(t)};so para A, entonces (PAC) admite una
solucion u(*) para todo x € Dg (A) que satisface:

lu@llpay < MONAllReEy + lIxl),  t=0 (Ec 2.3)

para cierta funcidn positiva localmente acotada M (t) sobre [0, oo].

2. Si existe una familia U, de unicidad {U(t)};so para 4, entonces todas las soluciones de
(PAC) son Unicas.

Demostracion:

1. Seax € Dg (A). Seay, €Y tal que Ax = Eyy,. Parat = 0, se define

t
u(t) =x+ J E(s)yods. (Ec 2.4)
0

Al derivar la ecuacion (Ec 2.4) se obtiene que u'(t) = E(t)y,. Ademas,

Au(t) = A <x + ftE(s)yOds) =Ax+A <ftE(s)y0ds>
0 0

= Eoyo + E(t)yo — Eoyo = E(t)yo.
Por lo tanto, u definida por la ecuacion (Ec 2.4) satisface (PAC). Obsérvese que [|E(t)]| es
localmente acotada sobre [0, ], debido al Teorema de Banach — Steinhaus (Kreyszig,

1989). Asi pues, la expresion (Ec 2.3) se sigue de la arbitrariedad de y;.
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2. Seau una solucidn de (PAC) con x = 0. Sise despeja U(t)x de la ecuacion (Ec 2.2)

y se cambiat port — s, se obtiene

t—s
Ut —s)x = Uyx + f U(s)Axds

0

y derivando con respecto a la variable s

d
d—SU(t —s)x = —=U(t — s)Ax.

Por lo tanto,

d

—U(t—s) =-U(t—s)A.

U —s)=—U(t~s)
De este ultimo resultado, se deduce que

% [U(t —s)u(s)] = -U(t —s)Au(s) +U(t—s)u'(s) =0, t=s=0.

Por consiguiente, Uyu(t) = U(t)u(0) = 0 para t = 0. La inyectividad de U, nos asegura
queu(t) = 0.

El siguiente ejemplo muestra que la eleccién de un espacio de Banach diferente de X

produce un conjunto grande de datos iniciales.

Ejemplo 2.5: Sea A un operador lineal en Cy(R), definido por (Af)(x): = xf(x), x ER
para toda

f €D ={f € (,(R); xf(x) € (R}
No es dificil verificar que A tiene una familia E, de existencia {E(t)};», de operadores en
L(Cb(]R%), CO([R)) y una familia U, de unicidad {U(t)};s, de operadores en L(CO(R)). Para
x € Ryt = 0 setiene que

EOHE):=e e (),  fEeC®

U =E®|c,m
Ey, = E(0), Uy =U(0).

Por el Teorema 2.4, se deduce que (PAC) admite una unica solucién siempre que el valor
inicial esté en

Dg,(A) = {f € C,(R); xe*’ f(x) es acotado en R}.
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Ciertamente, {U(t)};»o es también una familia U, de existencia en L(Co(R)) para A. En

este caso, se tiene que

Dg, (A) = Uy(D(A)) = {f € Co(R); xe* f(x) € Co(R)}.

3. Caracterizaciones usando las Transformadas de Laplace.
Lema 3.1: Sean k una constantey hy, h, € C([0, %], X) con |[|h (O], [|h,(®)|| < ket para

t >0 yalguinw > 0. Sea A un operador cerrado en X tal que para todo A > w,

j e Mh (t)dt e D(A) y Af e Mh, (t)dt = j e Mh,(t)dt.

0 0 0

Entonces paratodot > 0, h,(t) € D(A) y Ah,(t) = h,(t) (Xiao and Liang, 1998).
Demostracion: Es una consecuencia directa del Teorema de Unicidad de Transformadas de

Laplace y del hecho de que el operador A es cerrado (Peng y Chung, 1998).

A continuacidn, se caracterizaran las familias E, de existencia O(e"") en lenguaje de

transformadas de Laplace.

Teorema 3.2: Sean w ER y sea {E(t)};so una familia de operadores fuertemente
continuos en L(Y, X) tal que ||[E(t)|| < ke, para una constante k y t > 0. Supongamos
que A es cerrado, y A — A es inyectiva para A > a (para algin a > max(w, 0)). Entonces
las siguientes condiciones son equivalentes:

a. {E(t)}:s0 es unafamilia E, de existencia para A.

b. R(E)) cR(A—A)paral>ay

A—-AEy = J e ME(t)ydt, y €Y.
0

Demostracién: Primeramente, supongamos que {E(t)};so es una familia E, de existencia

para A y por lo tanto, se verifica la ecuacién (Ec 2.1):

A <J E(s)yds> =E(t)y — Eyy.
0

Multiplicando por e *t y despejando E,y se obtiene
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t
e MEyy = e ME(t)y — e MA <f E(s)yds),
0
pero como A es lineal
t
e ME,y=e ME(t)y—A (e"“f E(s)yds).
0

Para Al > aq,

0 oo [oe] t
f e ME,ydt = f e ME(t)ydt — A <f e"“f E(s)yds dt)
0 0 0 0

oo ] (o] t
Eoy] e Mdt = f e ™ ME(t)ydt — A (J e‘“J E(s)yds dt)
0 0 0 0

Eoy _

%) oo} t
7 f e ME(t)ydt — A (f e M f E(s)yds dt). (Ec 2.5)
0 0 0

Usando integracién por partes en la integral

e} t
f e‘“f E(s)ydsdt
0 0

con
t
u= f E(s)yds dv = e Mdt
0
oAt
du = E(t)ydt UZ_T
se obtiene

-t

oo t t
] e"“] E(s)ydsdt = — j E(s)yds
0 0 A Jy

o o ,=At
+ J E(t)ydt.
0 o A

La hipétesis [|E(t)]| < ke™t, parat > 0, nos indica que

—At t
s~ ( fo ||E<s)||ds) Iyl

e—lt t
I | eveds

__Klylle (™ — 1)
- Aw

e—lt t
H— J E(s)yds
A Jo

S_

-0

de donde resulta que
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—At ot o
— fE(s)yds - 0.
A 0
Por lo tanto,
) t 1 oo
f e At f E(s)ydsdt = f e ME(t)ydt.  (Ec2.6)
0 0 0

De las ecuaciones (Ec 2.5) y (Ec 2.6) se observa que

E *© 1
Eo¥ _ f e ME(t)ydt — A (—f e‘“E(t)ydt).
A 0 Ay

Como A es un operador lineal,

Eyy = Af e ME(t)ydt — A <f
0 0

oo

e"“E(t)ydt)

=(A-4) fooe_“E(t)ydt,
0

de donde se deduce que

(0]

(A—A)1Ey = j e ME(t)ydt.
0

Reciprocamente, supongamos que R(Ey) € R(A— A) parai >a y

[0e]

1A—-A)"1Ey = J e ME(t)ydt, y€Y.
0

De la hipodtesis y de la ecuacion (Ec 2.6) se observa que

oo

t
AT(A—A)1E,y =f e"“f E(s)ydsdt
0

0

y multiplicando por A se obtiene que

ATAA — A)1E,y = AJ
0

e M ftE(s)yds dt. (Ec2.7)
0
Ademas,
—AEyy + AEyy + AEyy
A1 —A)
AE,y
e

== A_lA(/l - A)_IEOy

—ATEgy + (A= A)TEpy =

y como
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o8] (°9)

A1Eyy =J. e ME,ydt y A—-AE)y =f e ME(t)ydt,

0 0

se tiene que

oo [ee]

e"“EOydt+f e ME(t)ydt

/‘l_lA(A - A)_lEOy - - f
0

0
= f e M[E(t)y — Egy]dt (Ec 2.8)
0
(Driver, 2003). De las ecuaciones (Ec 2.7) y (Ec 2.8) se obtiene que
co t [e%)
AJ e‘“] E(s)yds dt = f e M[E(t)y — Eyyldt
0 0 0
y se deduce en virtud del Lema 3.1, que paratodo t > 0, y €Y,
t
f E(s)yds € D(A)
0

y la ecuacion (Ec 2.1) se verifica.

Teorema 3.3: Si (a) o (b) del Teorema 3.2 se verifican, entonces para cada x € Dg (A), (PAC)
admite una unica solucién exponencialmente acotada u(t) tal que

lu@®llpay < kM@ (llxll + Allrze), 20

donde k es una constante y

M(t) = {emax(w'o)t siw#0
t siw=0.
Si x € R(E,), entonces
lu@®ll < ke" llxll{re),  t = 0. (Ec 2.9)

Demostracion: Del enunciado y demostracion del Teorema 2.4, se obtienen los resultados
requeridos, excepto la desigualdad (Ec 2.9). Sea 1 > max(w, 0). Al multiplicar la ecuacion

(Ec 2.4) por e~ e integrando se tiene que

[o) oo o] t
j e Mu(t)dt =J e"“xdt+J e"“J E(s)yydsdt
0 0

0 0
[e9) t

= A‘lx+J e"“f E(s)y,ds dt.
0 0

Calculando la segunda integral mediante integracién por partes, se verifica que
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f e Mu(t)dt = 17 tx + /’1_1.[_ e ME(t)y,dt.
0 0

Pero del Teorema 3.2, se sabe que

(0]

A—A)lEy = f e ME(t)ydt, ye€Y, A>a
0

y por lo tanto
f e Mu(t)dt = 17 x + 2171 (A — A) " Eyy,. (Ec 2.10)
0

Obsérvese que E,y, = Ax y asi

j e Mu(t)dt = 17 x + 171(A — A)"1Ax
0

_ Ax — Ax + Ax
-4
=(A—-A4)"1A.

Cuando x € R(E,), si se toma un y; € Y tal que E,y; = x, entonces por el Teorema 3.2
para A > a,
(A=A)"x=@A-A) " Eyy,

= J e ME(t)y,dt.
0

De la ecuacién (Ec 2.10) y el Teorema de Unicidad para Transformadas de Laplace, se tiene
que u(t) = E(t)y,. Por consiguiente, la ecuaciéon (Ec 2.6) se obtiene de la arbitrariedad

de y;.

El préximo teorema es una caracterizacion de una familia U, de unicidad O(e"*) para A

en términos de transformadas de Laplace.

Teorema 3.4: Sea {U(t)};»o una familia fuertemente continua de operadores en L(X) tal
que ||U(t)|| < ke"t, para una constante k, parat > 0 yalginw > 0. Entonces, los
siguientes enunciados son equivalentes:

a. {U(t)}ts0 es una familia U, de unicidad para A.



58. Vision Antataura, Vol.4, No.2, Diciembre 2020 — Mayo 2021

o

b.Paral >w, Uyx = f e MU(t)(1 — A)xdt para x € D(A).

0
Demostraciéon: Sea {U(t)};so es una familia U, de unicidad para A. Luego se verifica la

A

ecuacion (Ec 2.2). Sise multiplica la ecuacién (Ec 2.2) por e * se obtiene que

t
e‘“f U(s)Axds = e MU (t)x — e MU,x.
0

Integrando esta expresién para A > 0 se tiene que

o

00 t [ee]
f e"“f U(s)Axds dt =f e MU(t)x dt—f e MUyx dt
0 0 0 0

[ee]

=f e‘“U(t)xdt—UOxJ e Mt
0 0

” -At ‘ ” -At Upx
e U(s)Axds dt = e MU(t)x dt — —.
0 0 0 A

Al despejar Uyx se obtiene que
o e} t
Uogx =f e MU(t)Ax dt —f /16‘“[ U(s)Axds dt. (Ec 2.11)
0 0 0
Calculando
9] t
f Ae=At f U(s)Axds dt
0 0
mediante integracion por partes con
t
u = j U(s)Axds dv = le Mdt
0

du = U(t)Axdt v=—e M

se deduce que

co t t
j Ae"’“] U(s)Axds dt = —e"“f U(s)Axds
0 0 0

+ f e MU(t)Axdt.
0 0

Debido a ||U(t)|| < ke"t, para una constante k, parat = 0 y algin w > 0 se tiene que

t
—e"”f U(s)Axds
0

t
< —e~ M| Ax|| f 1U(s)llds
0

t
< —ke"“lleIIf eYsds
0
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k —At A wt_l
o ke l|lAx|| (e )_)0’
w

por lo que
-0
0

t
e"“f U(s)Axds
0

y asi
(o] t [ee]
f Ae=At f U(s)Axds dt = f e MU (t)Axdt. (Ec 2.12)
0 0 0
De las ecuaciones (Ec 2.11) y (Ec 2.12) se desprende que

o)

Uogx =f e MU(t)Ax dt—f e MU (t)Axdt
0 0

Upx = fooe‘“U(t)(/l — A)x dt.
0
Reciprocamente, supongamos que para x € D(A) y para A > w, se tiene que:
Upx = jooe‘“U(t)(/l — A)xdt
0
Por otro lado,

/’lf e M[U(t)x — Upx]dt = Af e MU (t)xdt + Af e MU xdt
0 0 0

= /1] e MU (O)xdt + Uyx
0

= Afooe‘“U(t)xdt + f e MU (t)(A — A)xdt
0 0

= j e MU(t)Axdt. (Ec 2.13)
0

De las ecuaciones (Ec 2.12) y (Ec 2.13) se infiere que

o)

%) t
f /13"”[ U(s)Axds dt = Af e M[U(t)x — Uyx]dt
0 0 0

y por el Teorema de Unicidad para Transformadas de Laplace se verifica que {U(t)}:so €s

una familia U, de unicidad para A.
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Observacion: Si X =Y, entonces E; es inyectiva y EjA € AE,. Ademas, es evidente que
{E(t)};>o en el Teorema 2.4 es también una familia E, de unicidad exponencialmente

acotada para A.

Ejemplo 3.5: Sea X = £? el conjunto de todas las sucesiones {u,,},>; de nimeros

complejos con

(o]
Htmdmaall = )l ? < 0.
m=1

Considere los operadores A y E, definidos por
Afup} = {tn}, Eo{un} ={w,} paratodo {u,}€X,
dondeu; =uy, uy =0 vy

__ 0 sim es par
Up = Uy = . .
m ™ — (uj;1 Simesimpar.

Aplicando estos operadores a una sucesion cualquiera {u,,} € X se tiene que

A{um} = {Wn} = (ull 01 uz, 0) u3, 0: u4: 0; )

EO{um} = {m} = (0,0, Uy, 0' u3' 0' Uy, 0, )
No es dificil verificar que A4, E, € L(X) es inyectiva, pero no sobreyectiva. Ademas
Ey,A = AE, = (0,0,0,0,u,,0,0,us,0,0,u,,0,0,...),
Dg, (A) = {{vm} € X: v, = 0}

EoD(A) = {{vm} € X: v, = v, = 0 para cualquier m par},
Por lo tanto, Dg, (A) # EoD(A).
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