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Resumen: En este articulo, se define la congruencia mddulo un operador compacto y la invertibilidad
moddulo un operador compacto. Se presentan algunos ejemplos de operadores congruentes maédulo un
operador compacto y de operadores invertibles médulo un operador compacto. Se demuestran algunas
propiedades de esta congruencia y se utilizan estos conceptos para demostrar una caracterizacion de los
operadores de Fredholm, asi como algunas propiedades algebraicas de estos operadores.
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Abstract: In this paper, are defined the congruence module a compact operator and the invertibility
module, a compact operator. Some examples of operators congruent module a compact operator and
invertible operators module a compact operator are here presented. Some properties of this congruence
are demostrated and these concepts were used to establish a characterization of the Fredholm operators,
and some algebraic properties of these operators as well.
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1. Introduccion:

Una hermosa generalizacion de los operadores lineales de rango finito son los
operadores compactos. En este trabajo se enuncian algunas propiedades
fundamentales de los operadores compactos (Pietsch, 2007); luego se define el
concepto de congruencia médulo un operador compacto (Cascales, Mira, Orihuela y
Raja, 2013) y se demuestran algunas propiedades de esta congruencia. Se introduce el
concepto de invertibilidad mdédulo un operador compacto (Lax, 2002) y se prueba que
la inversa mdodulo un operador compacto es Unica (Fernandez, 2015). Por ultimo, se
utiliza el concepto de congruencia mdédulo un operador compacto con el propdsito de
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probar una caracterizacidon de los operadores de Fredholm (Ramm, 2001) y, algunas

propiedades algebraicas de estos operadores (Takesaki, 2002).

2. Conceptos preliminares

Definicién 2.1: Sean X,Y espacios normados y T: X — Y un operador lineal. T es un
operador compacto, si para todo subconjunto acotado A de X,T(A) es relativamente

compacto enY; es decir, T(A) es compactoen Y.

Teorema 2.2: Sean X, Y espacios normados y
K(X,Y) ={T:X - Y/T es compacto}
K(X,Y) es un espacio vectorial.
Teorema 2.3: Sea X un espacio normado, K: X — X un operador compactoy L: X —

X un operador lineal acotado. Entonces KL y LK son compactos (Fernandez, 2015).

Teorema 2.4: Sean X,Y espacios normados y T:X — Y un operador lineal. Si

dim X < oo, entonces T es compacto (Cascales, Mira, Orihuela y Raja, 2013).

Definicién 2.5: Sean X, Y espacios normadosy T: X — Y un operador lineal acotado. T

es un operador de Fredholm si T(X) es un subespacio cerrado de Y y dim (N(T)) <

w’

codim(T (X)) < oo; es decir, si T(X) es cerrado y
ind(T): = dim (N(T)) — codim(T(X)) < oo.

Teorema 2.6: Sea X un espacio de Banach, I: X — X el operadoridentidady T: X —» X
un operador compacto. Entonces L: =1 — T es un operador de Fredholm (Fetter y

Gamboa, 2008).

Teorema 2.7: Sean X, Y espacios de Banach y T: X — Y un operador lineal acotado tal
que

dim (N(T)) < o y codim(T (X)) < o
Entonces T es un operador de Fredholm; o sea, T(X) es un subespacio cerrado de Y

(Galaz, 2006).
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3. Invertibilidad médulo un operador compacto

En lo que sigue L(X,Y) denota el espacio de los operadores lineales acotados
de Xen Y, K(X,Y) denota el espacio de los operadores compactos de X en Y, y

Fred(X,Y) el conjunto de los operadores de Fredholmde X en Y.

Definicion 3.1: Sean X,Y espacios normados y T,L € L(X,Y). Diremos que T es
congruente con L mddulo un operador compacto si

T—-LeKXY).
En este caso escribimos

T=Lmod K(X,Y).

Teorema 3.2: La congruencia mdédulo un operador compacto es una relacion de

equivalencia sobre L(X,Y).

Demostracion:

Esto es una consecuencia inmediata del teorema 2.2.

Teorema3.3:Si T =Lmod K(X,Y) y T, =L, mod K(Y,Z), entonces
T.T = LiLmod K(X,Z).

Demostracion:
ComoT = Lmod K(X,Y),entoncesT — L € K(X,Y)
y como T; es acotado, por teorema 2.3
T,(T—-L) €EK(X, 2),
de donde
T.T =T,Lmod K(X,Z) (1)
De igual forma, como T; = Ly mod K(Y,Z), entoncesT; — L, € K(Y,Z)
y como L es acotado, por teorema 2.3
(T, — L)L € K(X,Z),
de donde
T.L=L,Lmod K(X,Z2) (2)
Luego por Teorema 3.2 T;T = L,L mod K(X, Z).
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Definicidn 3.4: Sean X, Y espacios normadosy T: X — Y un operador lineal acotado. Se
dice que T es invertible mdédulo un operador compacto si existe un operador lineal
acotado T;:Y — X tal que

TT; =Ilymod K(Y,Y) vy T.T = Iy mod K(X,X)

En este caso se dird que T; es una inversa de T, médulo un operador compacto.

El siguiente teorema muestra que la inversa médulo un operador compacto, es

Unica, mdédulo un operador compacto.

Teorema 3.5: Sean X, Y espacios normados y T: X = Y un operador lineal acotado. Si
existenT;:Y - X yT,:Y — X, tales que:

TT, =y mod K(Y,Y) vy T,T = Iy mod K(X, X)
entonces T posee una inversa modulo un operador compacto y ademas

T, =T, mod K(Y,X)

Demostracion:

Como
TT, =lymod K(Y,Y) vy T,T = Iy mod K(X, X)
se tiene que
T,TT; = T,Iy mod K(Y,X) =T, mod K(Y,X)
y
T,TT, = IxT; mod K(Y,X) =T, mod K(Y, X)
por lo tanto

T, —T,TT, € K(Y,X) y T,TT, —T; € K(Y,X)
Por consiguiente, por el teorema 2.2 se tiene que
T, =T, TT, + T,TT; — T, € K(Y,X)
0 sea
T,—T, e K(Y,X)
asi pues,
T, =T, mod K(Y,X)

Se ha probado asi que la inversa es Unica médulo un operador compacto.
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4. Aplicaciones de la congruencia médulo un operador compacto

A continuacidn, se utilizard la congruencia médulo un operador compacto para
probar una caracterizacién de los operadores de Fredholm y algunas propiedades del

conjunto Fred(X,Y) en espacios de Banach.

Teorema 4.1: Sean X, Y espacios de Banachy T: X — Y un operador lineal acotado. T es

un operador de Fredholm si y sélo si T es invertible médulo un operador compacto.

Demostracion:
Sea T: X — Y un operador de Fredholm, entonces se puede escribir
X=NT)®G y Y=TX)DH
donde G es un subespacio cerrado de X y H es un subespacio cerradode Y y

dim(N(T)) < o, dim(H) < o (Fabidn, 2001).

Se denota por P la proyeccion de T(X) € H sobre T(X) yj la inyeccién natural
de G en X. Recordar que por el Teorema de la Funcién Abierta (Lax, 2002),
T:G->TX) =T(G)
es un isomorfismo, luego T~1: T(X) — G existe como un operador lineal acotado.
Considerar el operador lineal acotado S: Y — X definido por
S=jT7 P
Y= TO @ H —o T 6 - x
note que
TS=TjT"'P=TT 'P=P
luego
I, —TS:Y - H
es la proyeccion T(X) @ H sobre H.

De igual manera ST: N(T) @ G — G esla proyeccién de N(T) @ G sobre G por lo
tanto Iy — ST es la proyeccion de N(T) @ G sobre N(T).

Como H y N(T) son subespacios de dimension finita, por el teorema 2.4, se tiene

que
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I, —TS e K(Y,Y) y Ix—ST € K(X, X)
por lo tanto
TS=IlymodK(Y,Y) y ST =IymodK(X,X)

asi pues, S es una inversa de T mdédulo un operador compacto.

Reciprocamente, se debe suponer que S es una inversa de T mddulo un operador
compacto, luego
TS=lymodK(Y,Y) y ST =IymodK(X, X)
por lo tanto
I,—-TSe K,Y) vy Iy —ST € K(X,X)
luego por el teorema 2.6.
Iy — (Ily —TS) € Fred(Y,Y) y Iy — (Iy — ST) € Fred(X,X)
0 sea
TS € Fred(Y,Y) y ST € Fred(X,X)
N(T) € N(ST) y T(X) 2 (TS)(X)
se tiene que
dim (N(T)) < o0 y codim(T (X)) < o
Luego como X,Y son espacios de Banach, por el teorema 2.7 T es un operador de

Fredholm.

Los siguientes resultados son consecuencia del teorema anterior.

Corolario 4.2: Sea X, Y espacios de Banach, T: X — Y un operador lineal acotado. T es
un operador de Fredholm si y sélo si, existe un operador lineal acotado S: Y — X tal que

Iy — ST y Iy — TS son compactos.

Corolario 4.3: Sean X,Y,Z espacios de Banach y T: X =Y, L:Y — Z operadores de

Fredholm. Entonces LT: X — Z es un operador de Fredholm.

Demostracion:
Como T € Fred(X,Y) 'y L E€Fred(Y,Z), existen operadores lineales
acotadosT;:Y = X y Li:Z —>Y talesque
TT, =y mod K(Y,Y) vy T.T = Iy mod K(X,X)



73. Vision Antataura, Vol.5, No.1, Junio — Noviembre 2021

LLi=I,mod K(Z,Z) vy LiL =1y mod K(Y,Y)

Luego
LTT, = LIy mod K(Y, Z)
0 sea
LTT, =L mod K(Y,Z)
Por lo tanto
LTT,L, =L Limod K(Z,Z)
y

(LT)(TyLy) = Iy;mod K(Z,Z)

De igual forma se prueba que

(T,L,)(LT) = Iymod K (X, X)

Asi pues T; L, es una inversa de LT mddulo un operador compacto. Luego, por el

teorema 4.1, LT es un operador de Fredholm.

Para finalizar, se puntualiza que la suma de operadores de Fredholm no
necesariamente es un operador de Fredholm. Pero si a un operador de Fredholm se le
suma un operador compacto en un espacio de Banach, entonces la suma es un operador

de Fredholm como lo muestra el siguiente corolario.

Corolario 4.4: Sean X,Y espacios de Banach y T: X = Y un operador de Fredholm y

L: X — Y un operador compacto. Entonces T + L: X = Y es un operador de Fredholm.

Demostracion:
Como T:X — Y es un operador de Fredholm, por el teorema 4.1 existe un
operador lineal acotado T;: Y — X tal que
TT, =Ilymod K(Y,Y) vy T.T = Iy mod K(X,X)
0 sea
TT, — Iy € K(Y,Y) y T,T — 1y € K(X,X)

Como L: X — Y es un operador compacto, por el teorema 2.3, se tiene que

LT;:Y »Y y T\L:X - X
son operadores compactos. Por lo tanto, por el teorema 2.2

TT, — I, + LT, € K(Y,Y) y T,T — Iy + T,L € K(X,X)
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0 sea
(T+L)T; -1, € K(Y,Y) y T,(T+L)—1Ix € K(X,X)
lo que implica que
(T+LT,=lymod K(Y,Y) vy T,(T+ L) =1y mod K(X,X)
Asi pues, T; es una inversa de T + L mddulo un operador compacto. Luego, por el

teorema 4.1, T + L es un operador de Fredholm.
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