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Resumen: En este artículo, se define la congruencia módulo un operador compacto y la invertibilidad 
módulo un operador compacto. Se presentan algunos ejemplos de operadores congruentes módulo un 
operador compacto y de operadores invertibles módulo un operador compacto. Se demuestran algunas 
propiedades de esta congruencia y se utilizan estos conceptos para demostrar una caracterización de los 
operadores de Fredholm, así como algunas propiedades algebraicas de estos operadores. 
 
Palabras clave: Operadores compactos, operadores de Fredholm, congruencia, invertibilidad. 
 
Abstract: In this paper, are defined the congruence module a compact operator and the invertibility 
module, a compact operator.  Some examples of operators congruent module a compact operator and 
invertible operators module a compact operator are here presented. Some properties of this congruence 
are demostrated and these concepts were used to establish a characterization of the Fredholm operators, 
and some algebraic properties of these operators as well. 
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1. Introducción: 

Una hermosa generalización de los operadores lineales de rango finito son los 

operadores compactos. En este trabajo se enuncian algunas propiedades 

fundamentales de los operadores compactos (Pietsch, 2007); luego se define el 

concepto de congruencia módulo un operador compacto (Cascales, Mira, Orihuela y 

Raja, 2013) y se demuestran algunas propiedades de esta congruencia. Se introduce el 

concepto de invertibilidad módulo un operador compacto (Lax, 2002) y se prueba que 

la inversa módulo un operador compacto es única (Fernández, 2015). Por último, se 

utiliza el concepto de congruencia módulo un operador compacto con el propósito de 

mailto:zoilarodriguez26@gmail.com
https://orcid.org/0000-0003-0122-8608
mailto:edithleco@gmail.com
https://orcid.org/0000-0003-1153-1918
https://orcid.org/0000-0003-1153-1918


68. Visión Antataura, Vol.5, No.1, Junio – Noviembre 2021 

 

probar una caracterización de los operadores de Fredholm (Ramm, 2001) y, algunas 

propiedades algebraicas de estos operadores (Takesaki, 2002).  

 

2. Conceptos preliminares 

 

Definición 2.1: Sean 𝑋, 𝑌 espacios normados y 𝑇: 𝑋 → 𝑌 un operador lineal. 𝑇 es un 

operador compacto, si para todo subconjunto acotado 𝐴 de 𝑋, 𝑇(𝐴) es relativamente 

compacto en 𝑌; es decir, 𝑇(𝐴)̅̅ ̅̅ ̅̅  es compacto en 𝑌. 

 

Teorema 2.2: Sean 𝑋, 𝑌 espacios normados y  

𝐾(𝑋, 𝑌) = {𝑇: 𝑋 → 𝑌 T⁄  es compacto} 

𝐾(𝑋, 𝑌) es un espacio vectorial. 

Teorema 2.3: Sea 𝑋 un espacio normado, 𝐾:𝑋 → 𝑋 un operador compacto y 𝐿: 𝑋 →

𝑋 un operador lineal acotado. Entonces 𝐾𝐿 y 𝐿𝐾 son compactos (Fernández, 2015). 

 

Teorema 2.4: Sean 𝑋, 𝑌 espacios normados y 𝑇: 𝑋 → 𝑌 un operador lineal. Si 

dim𝑋 < ∞, entonces 𝑇 es compacto (Cascales, Mira, Orihuela y Raja, 2013). 

 

Definición 2.5: Sean 𝑋, 𝑌 espacios normados y 𝑇: 𝑋 → 𝑌 un operador lineal acotado. 𝑇 

es un operador de Fredholm si 𝑇(𝑋) es un subespacio cerrado de 𝑌 y dim (𝑁(𝑇)) <

∞,    

𝑐𝑜𝑑𝑖𝑚(𝑇(𝑋)) < ∞; es decir, si 𝑇(𝑋) es cerrado y  

𝑖𝑛𝑑(𝑇):= dim (𝑁(𝑇)) −  𝑐𝑜𝑑𝑖𝑚(𝑇(𝑋)) < ∞. 

 

Teorema 2.6: Sea 𝑋 un espacio de Banach,  𝐼: 𝑋 → 𝑋 el operador identidad y 𝑇: 𝑋 → 𝑋 

un operador compacto. Entonces 𝐿:= 𝐼 − 𝑇 es un operador de Fredholm (Fetter y 

Gamboa, 2008). 

 

Teorema 2.7: Sean 𝑋, 𝑌 espacios de Banach y 𝑇: 𝑋 → 𝑌 un operador lineal acotado tal 

que 

dim (𝑁(𝑇)) < ∞        y        𝑐𝑜𝑑𝑖𝑚(𝑇(𝑋)) < ∞ 

Entonces 𝑇 es un operador de Fredholm; o sea, 𝑇(𝑋) es un subespacio cerrado de 𝑌 

(Galaz, 2006). 
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3. Invertibilidad módulo un operador compacto 

 

En lo que sigue 𝐿(𝑋, 𝑌) denota el espacio de los operadores lineales acotados 

de 𝑋 en 𝑌, 𝐾(𝑋, 𝑌) denota el espacio de los operadores compactos de 𝑋 en 𝑌,  y 

𝐹𝑟𝑒𝑑(𝑋, 𝑌) el conjunto de los operadores de Fredholm de 𝑋 en 𝑌. 

 

Definición 3.1: Sean 𝑋, 𝑌 espacios normados y 𝑇, 𝐿 ∈ 𝐿(𝑋, 𝑌). Diremos que 𝑇 es 

congruente con 𝐿 módulo un operador compacto si  

𝑇 − 𝐿 ∈ 𝐾(𝑋, 𝑌). 

En este caso escribimos 

𝑇 ≡ 𝐿 𝑚𝑜𝑑 𝐾(𝑋, 𝑌). 

 

Teorema 3.2: La congruencia módulo un operador compacto es una relación de 

equivalencia sobre 𝐿(𝑋, 𝑌). 

 

Demostración: 

Esto es una consecuencia inmediata del teorema 2.2. 

 

Teorema 3.3: Si  𝑇 ≡ 𝐿 𝑚𝑜𝑑 𝐾(𝑋, 𝑌)  y  𝑇1 ≡ 𝐿1 𝑚𝑜𝑑 𝐾(𝑌, 𝑍),  entonces   

𝑇1𝑇 ≡ 𝐿1𝐿 𝑚𝑜𝑑 𝐾(𝑋, 𝑍). 

 

Demostración: 

Como 𝑇 ≡ 𝐿 𝑚𝑜𝑑 𝐾(𝑋, 𝑌) , entonces 𝑇 − 𝐿 ∈ 𝐾(𝑋, 𝑌)  

y como 𝑇1 es acotado, por teorema 2.3  

𝑇1(𝑇 − 𝐿) ∈ 𝐾(𝑋, 𝑍), 

de donde 

                                                      𝑇1𝑇 ≡ 𝑇1𝐿 𝑚𝑜𝑑 𝐾(𝑋, 𝑍)                                           (1) 

De igual forma, como 𝑇1 ≡ 𝐿1 𝑚𝑜𝑑 𝐾(𝑌, 𝑍),  entonces 𝑇1 − 𝐿1  ∈ 𝐾(𝑌, 𝑍)  

y como 𝐿 es acotado, por teorema 2.3  

(𝑇1 − 𝐿1)𝐿 ∈ 𝐾(𝑋, 𝑍), 

de donde 

                                                     𝑇1𝐿 ≡ 𝐿1𝐿 𝑚𝑜𝑑 𝐾(𝑋, 𝑍)                                           (2) 

Luego por Teorema 3.2  𝑇1𝑇 ≡ 𝐿1𝐿 𝑚𝑜𝑑 𝐾(𝑋, 𝑍). 
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Definición 3.4: Sean 𝑋, 𝑌 espacios normados y 𝑇: 𝑋 → 𝑌 un operador lineal acotado. Se 

dice que 𝑇 es invertible módulo un operador compacto si existe un operador lineal 

acotado 𝑇1: 𝑌 → 𝑋 tal que 

𝑇𝑇1 ≡ 𝐼𝑌 𝑚𝑜𝑑 𝐾(𝑌, 𝑌)      y           𝑇1𝑇 ≡ 𝐼𝑋 𝑚𝑜𝑑 𝐾(𝑋, 𝑋) 

En este caso se dirá que 𝑇1 es una inversa de 𝑇, módulo un operador compacto. 

 

El siguiente teorema muestra que la inversa módulo un operador compacto, es 

única, módulo un operador compacto. 

 

Teorema 3.5: Sean 𝑋, 𝑌 espacios normados y 𝑇: 𝑋 → 𝑌 un operador lineal acotado.  Si 

existen 𝑇1: 𝑌 → 𝑋  y 𝑇2: 𝑌 → 𝑋 , tales que: 

𝑇𝑇1 ≡ 𝐼𝑌 𝑚𝑜𝑑 𝐾(𝑌, 𝑌)       y           𝑇2𝑇 ≡ 𝐼𝑋 𝑚𝑜𝑑 𝐾(𝑋, 𝑋) 

entonces 𝑇 posee una inversa módulo un operador compacto y además  

𝑇2 ≡ 𝑇1 𝑚𝑜𝑑 𝐾(𝑌, 𝑋) 

 

Demostración:  

Como 

𝑇𝑇1 ≡ 𝐼𝑌 𝑚𝑜𝑑 𝐾(𝑌, 𝑌)       y           𝑇2𝑇 ≡ 𝐼𝑋 𝑚𝑜𝑑 𝐾(𝑋, 𝑋) 

 

se tiene que 

𝑇2𝑇𝑇1 ≡ 𝑇2𝐼𝑌 𝑚𝑜𝑑 𝐾(𝑌, 𝑋) ≡ 𝑇2 𝑚𝑜𝑑 𝐾(𝑌, 𝑋) 

y 

𝑇2𝑇𝑇1 ≡ 𝐼𝑋𝑇1 𝑚𝑜𝑑 𝐾(𝑌, 𝑋) ≡ 𝑇1 𝑚𝑜𝑑 𝐾(𝑌, 𝑋) 

por lo tanto 

𝑇2 − 𝑇2𝑇𝑇1 ∈ 𝐾(𝑌, 𝑋)     y   𝑇2𝑇𝑇1 − 𝑇1 ∈ 𝐾(𝑌, 𝑋) 

Por consiguiente, por el teorema 2.2 se tiene que  

𝑇2 − 𝑇2𝑇𝑇1 + 𝑇2𝑇𝑇1 − 𝑇1 ∈ 𝐾(𝑌, 𝑋) 

o sea  

𝑇2 − 𝑇1 ∈ 𝐾(𝑌, 𝑋) 

así pues,  

𝑇2 ≡ 𝑇1 𝑚𝑜𝑑 𝐾(𝑌, 𝑋) 

Se ha probado así que la inversa es única módulo un operador compacto. 
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4. Aplicaciones de la congruencia módulo un operador compacto 

 

A continuación, se utilizará la congruencia módulo un operador compacto para 

probar una caracterización de los operadores de Fredholm y algunas propiedades del 

conjunto 𝐹𝑟𝑒𝑑(𝑋, 𝑌) en espacios de Banach. 

 

Teorema 4.1: Sean 𝑋, 𝑌 espacios de Banach y 𝑇: 𝑋 → 𝑌 un operador lineal acotado. 𝑇 es 

un operador de Fredholm si y sólo si 𝑇 es invertible módulo un operador compacto. 

 

Demostración: 

Sea 𝑇: 𝑋 → 𝑌 un operador de Fredholm, entonces se puede escribir 

𝑋 = 𝑁(𝑇) ⊕ 𝐺      y       𝑌 = 𝑇(𝑋) ⊕ 𝐻 

donde 𝐺 es un subespacio cerrado de 𝑋 y 𝐻 es un subespacio cerrado de 𝑌 y  

                                      𝑑𝑖𝑚(𝑁(𝑇)) < ∞,      𝑑𝑖𝑚(𝐻) < ∞                (Fabián, 2001). 

 

Se denota por 𝑃 la proyección de 𝑇(𝑋) ⊕𝐻 sobre 𝑇(𝑋) y 𝑗 la inyección natural 

de 𝐺 en 𝑋. Recordar que por el Teorema de la Función Abierta (Lax, 2002), 

𝑇: 𝐺 → 𝑇(𝑋) = 𝑇(𝐺) 

es un isomorfismo, luego 𝑇−1: 𝑇(𝑋) → 𝐺 existe como un operador lineal acotado. 

Considerar el operador lineal acotado 𝑆: 𝑌 → 𝑋 definido por 

𝑆 = 𝑗𝑇−1𝑃 

𝑌 = 𝑇(𝑋) ⊕𝐻
    𝑃    
→   𝑇(𝑋)

   𝑇−1    
→    𝐺

     𝑗    
→   𝑋 

note que 

𝑇𝑆 = 𝑇𝑗𝑇−1𝑃 = 𝑇𝑇−1𝑃 = 𝑃 

luego 

𝐼𝑌 − 𝑇𝑆: 𝑌 → 𝐻 

es la proyección 𝑇(𝑋)⊕ 𝐻 sobre 𝐻. 

 

De igual manera 𝑆𝑇:𝑁(𝑇) ⊕ 𝐺 → 𝐺 es la proyección de 𝑁(𝑇)⊕ 𝐺 sobre 𝐺 por lo 

tanto 𝐼𝑋 − 𝑆𝑇 es la proyección de 𝑁(𝑇) ⊕ 𝐺 sobre 𝑁(𝑇). 

 

Como 𝐻 y 𝑁(𝑇) son subespacios de dimensión finita, por el teorema 2.4, se tiene 

que  
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𝐼𝑌 − 𝑇𝑆 ∈ 𝐾(𝑌, 𝑌)        y    𝐼𝑋 − 𝑆𝑇 ∈ 𝐾(𝑋, 𝑋) 

por lo tanto 

𝑇𝑆 ≡ 𝐼𝑌 𝑚𝑜𝑑 𝐾(𝑌, 𝑌)      y        𝑆𝑇 ≡ 𝐼𝑋 𝑚𝑜𝑑 𝐾(𝑋, 𝑋) 

así pues, 𝑆 es una inversa de 𝑇 módulo un operador compacto. 

 

Recíprocamente, se debe suponer que 𝑆 es una inversa de 𝑇 módulo un operador 

compacto, luego 

𝑇𝑆 ≡ 𝐼𝑌 𝑚𝑜𝑑 𝐾(𝑌, 𝑌)      y        𝑆𝑇 ≡ 𝐼𝑋 𝑚𝑜𝑑 𝐾(𝑋, 𝑋) 

por lo tanto 

𝐼𝑌 − 𝑇𝑆 ∈  𝐾(𝑌, 𝑌)      y        𝐼𝑋 − 𝑆𝑇 ∈  𝐾(𝑋, 𝑋) 

luego por el teorema 2.6.  

𝐼𝑌 − (𝐼𝑌 − 𝑇𝑆) ∈  𝐹𝑟𝑒𝑑(𝑌, 𝑌)        y          𝐼𝑋 − (𝐼𝑋 − 𝑆𝑇) ∈  𝐹𝑟𝑒𝑑(𝑋, 𝑋) 

o sea 

𝑇𝑆 ∈  𝐹𝑟𝑒𝑑(𝑌, 𝑌)      y        𝑆𝑇 ∈  𝐹𝑟𝑒𝑑(𝑋, 𝑋) 

𝑁(𝑇) ⊂ 𝑁(𝑆𝑇)          y          𝑇(𝑋) ⊃ (𝑇𝑆)(𝑋) 

se tiene que 

dim (𝑁(𝑇)) < ∞         y        𝑐𝑜𝑑𝑖𝑚(𝑇(𝑋)) < ∞ 

Luego como 𝑋, 𝑌 son espacios de Banach, por el teorema 2.7 𝑇 es un operador de 

Fredholm. 

 

Los siguientes resultados son consecuencia del teorema anterior. 

 

Corolario 4.2: Sea 𝑋, 𝑌 espacios de Banach,  𝑇: 𝑋 → 𝑌 un operador lineal acotado. 𝑇 es 

un operador de Fredholm si y sólo si, existe un operador lineal acotado 𝑆: 𝑌 → 𝑋 tal que 

𝐼𝑋 − 𝑆𝑇          y  𝐼𝑌 − 𝑇𝑆 son compactos. 

 

Corolario 4.3: Sean 𝑋, 𝑌, 𝑍 espacios de Banach y 𝑇: 𝑋 → 𝑌, 𝐿: 𝑌 → 𝑍 operadores de 

Fredholm. Entonces 𝐿𝑇: 𝑋 → 𝑍 es un operador de Fredholm. 

 

Demostración: 

Como 𝑇 ∈ 𝐹𝑟𝑒𝑑(𝑋, 𝑌)   y   𝐿 ∈ 𝐹𝑟𝑒𝑑(𝑌, 𝑍), existen operadores lineales 

acotados 𝑇1: 𝑌 → 𝑋   y   𝐿1: 𝑍 → 𝑌   tales que 

𝑇𝑇1 ≡ 𝐼𝑌 𝑚𝑜𝑑 𝐾(𝑌, 𝑌)      y           𝑇1𝑇 ≡ 𝐼𝑋 𝑚𝑜𝑑 𝐾(𝑋, 𝑋) 
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𝐿𝐿1 ≡ 𝐼𝑍 𝑚𝑜𝑑 𝐾(𝑍, 𝑍)      y           𝐿1𝐿 ≡ 𝐼𝑌 𝑚𝑜𝑑 𝐾(𝑌, 𝑌) 

Luego 

𝐿𝑇𝑇1 ≡ 𝐿𝐼𝑌 𝑚𝑜𝑑 𝐾(𝑌, 𝑍) 

o sea 

𝐿𝑇𝑇1 ≡ 𝐿 𝑚𝑜𝑑 𝐾(𝑌, 𝑍) 

Por lo tanto 

𝐿𝑇𝑇1𝐿1 ≡ 𝐿 𝐿1𝑚𝑜𝑑 𝐾(𝑍, 𝑍) 

y 

(𝐿𝑇)(𝑇1𝐿1) ≡ 𝐼𝑍𝑚𝑜𝑑 𝐾(𝑍, 𝑍) 

 

De igual forma se prueba que 

(𝑇1𝐿1)(𝐿𝑇) ≡ 𝐼𝑋𝑚𝑜𝑑 𝐾(𝑋, 𝑋) 

 

Así pues 𝑇1𝐿1 es una inversa de 𝐿𝑇 módulo un operador compacto. Luego, por el 

teorema 4.1,  𝐿𝑇 es un operador de Fredholm. 

 

Para finalizar, se puntualiza que la suma de operadores de Fredholm no 

necesariamente es un operador de Fredholm. Pero si a un operador de Fredholm se le 

suma un operador compacto en un espacio de Banach, entonces la suma es un operador 

de Fredholm como lo muestra el siguiente corolario. 

 

Corolario 4.4: Sean 𝑋, 𝑌 espacios de Banach y 𝑇: 𝑋 → 𝑌 un operador de Fredholm y 

𝐿: 𝑋 → 𝑌 un operador compacto. Entonces 𝑇 + 𝐿: 𝑋 → 𝑌 es un operador de Fredholm. 

 

Demostración: 

Como 𝑇: 𝑋 → 𝑌 es un operador de Fredholm, por el teorema 4.1 existe un 

operador lineal acotado 𝑇1: 𝑌 → 𝑋 tal que 

𝑇𝑇1 ≡ 𝐼𝑌 𝑚𝑜𝑑 𝐾(𝑌, 𝑌)      y           𝑇1𝑇 ≡ 𝐼𝑋 𝑚𝑜𝑑 𝐾(𝑋, 𝑋) 

o sea 

𝑇𝑇1 − 𝐼𝑌 ∈ 𝐾(𝑌, 𝑌)        y           𝑇1𝑇 − 𝐼𝑋  ∈  𝐾(𝑋, 𝑋) 

Como 𝐿: 𝑋 → 𝑌 es un operador compacto, por el teorema 2.3, se tiene que  

𝐿𝑇1: 𝑌 → 𝑌        y         𝑇1𝐿: 𝑋 → 𝑋       

son operadores compactos. Por lo tanto, por el teorema 2.2  

𝑇𝑇1 − 𝐼𝑌 + 𝐿𝑇1 ∈ 𝐾(𝑌, 𝑌)        y           𝑇1𝑇 − 𝐼𝑋 + 𝑇1𝐿 ∈  𝐾(𝑋, 𝑋) 
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o sea 

(𝑇 + 𝐿)𝑇1 − 𝐼𝑌 ∈ 𝐾(𝑌, 𝑌)        y           𝑇1(𝑇 + 𝐿) − 𝐼𝑋 ∈  𝐾(𝑋, 𝑋) 

lo que implica que  

(𝑇 + 𝐿)𝑇1 ≡ 𝐼𝑌 𝑚𝑜𝑑 𝐾(𝑌, 𝑌)       y           𝑇1(𝑇 + 𝐿) ≡ 𝐼𝑋 𝑚𝑜𝑑  𝐾(𝑋, 𝑋) 

Así pues, 𝑇1 es una inversa de 𝑇 + 𝐿 módulo un operador compacto. Luego, por el 

teorema 4.1, 𝑇 + 𝐿 es un operador de Fredholm. 
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