Vision Antataura

Vol.2, No.2: 64-76
Diciembre 2018 - Mayo 2019
Panama

ISSN 2520-9892

Operadores Fuertes de Fredholm
Fredholm Strong Operators

Zoila M. Rodriguez B.%, Jorge E. Herndndez U.?

!Magister en Matemdtica Pura; Profesora, Universidad de Panamd, Centro Regional Universitario de
Panama Oeste, Departamento de Matematica; zoilarodriguez26@gmail.com

2Ph.D. en Andlisis Funcional No lineal; Profesor, Universidad de Panam4, Centro Regional Universitario de
Veraguas, Departamento de Matematica; edithleco@gmail.com

Resumen: El objetivo de este articulo es estudiar una clase especial de operadores en espacios de Hilbert,
los cuales llamaremos Operadores Fuertes de Fredholm, y demostrar un resultado que nos permita
construir estos operadores, el cual se fundamenta en la bien conocida alternativa de Fredholm para el
caso de sistemas de ecuaciones lineales.
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Abstract: The objective of this paper is to study a special class of operators in Hilbert spaces, which we
will call Fredholm Strong Operators, and to show a result that allows us to construct these operators,
which is based on the well-known Fredholm alternative for the case of systems of linear equations.
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1. Introduccion

Una manera interesante de visualizar los operadores compactos es mostrar que el
conjunto de los operadores compactos es la clausura del conjunto de los operadores
lineales de rango finito con la norma fuerte de los operadores. Una propiedad de los
operadores de rango finito que no se generaliza bajo este analisis es el teorema del
algebra lineal que dice que si T: X — Y es un operador lineal, entonces

dim(N(T)) — codim(T (X)) = dim(X) — dim(Y)

Este problema nos lleva a estudiar los operadores de Fredholm y los operadores
fuertes de Fredholm.

Iniciaremos este articulo con la presentacidn de algunos resultados fundamentales
de los operadores lineales acotados en espacios de Hilbert y la definicidon del indice de

un operador, necesarios para probar ciertas propiedades de los operadores de
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Fredholm. Posteriormente se definen los operadores fuertes de Fredholm y se muestran
algunos ejemplos de operadores fuertes de Fredholm. Por ultimo, se prueba un
resultado que permite construir operadores fuertes de Fredholm, a partir de un

isomorfismo y un operador lineal acotado de rango finito.

2. Resultados fundamentales de los operadores lineales acotados en espacios de
Hilbert
Sean H,, H, espacios de Hilbert y T: H; = H, un operador lineal acotado. El
operador adjunto de Hilbert (o simplemente operador adjunto) T*: H, = H; de T se
define por la propiedad
(Tx,y) =(x,T"y)
Paratodo x € Hy, y € H, (Kubrusly, 2000), (Fernandez, 2015).
El operador adjunto T*: H, — H; es un operador lineal acotado que satisface las
siguientes propiedades:
T(H)" =T(H)" = N(T")
T(H) ™ =T(Hy) =N(T*)"
T*(H;)" = N(T)
T*(H;) = N(T)"
Ademas
H, = T*(H;) ® N(T)
H, =T(H) ® N(T")
Teorema 2.1: Sean H,, H, espacios de Hilberty T: H; = H, unoperador lineal acotado
de rango finito. Entonces el operador adjunto T*: H, - H; es un operador de rango
finitoy
dim(T(H,)) = dim(T*(H,))

Demostracion:

Consideremos una base ortonormal {e;, e,, ..., e, } para T(H,), entonces

n
Tx = Z(Tx, e;)e;
i=1

para todo x € H;. Luego
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n
Tx = Z<X'T*ei )e;
i=1

Ademas, como paratodox € H;,y € H,

n n
QT e eny) = > (6T e ewy)
i=1 =1
Y
n n
(%) e Te) = ) e )T e)
i=1 =1
n
= ) (T Xewy)
i=1
se tiene que
n n
(Tx,y) = () (0T e ey y) = (x, ) (,e)T'e:)
i=1 i=1
por lo tanto

n
T y = ZO" e; )T e
=1

paratodo y € H,. Esto implica que T* es un operador lineal acotado de rango finito y
dim(T*(H,)) < dim(T (H,))
Finalmente, como T** = T y T* es de rango finito, se tiene que

dim(T(H,)) = dim(T**(H,)) < dim(T*(H,))
por lo tanto

dim(T(H,)) = dim(T*(H,))

Definicidn 2.2: Sean X, Y espacios vectorialesy T: X — Y un operador lineal. El indice de

T se denota por ind(T) y se define por:
ind(T) := dim(N(T)) — codim(T (X))

Suponiendo que no existe el caso patoldgico co — oo,
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El operador T se dice de indice finito, si dim(N(T)) < o, codim(T(X)) < o (Fabian,
2001).

Definicién 2.3: Sean X, Y espacios normados sobre K y T: X = Y un operador lineal
acotado. T es un operador de Fredholm si T(X) es un subespacio cerrado de Y y

dim(N(T)) < o0, codim(T (X)) < oo; es decir, si T(X) es cerrado y ind(T) < oo.

Teorema 2.4: Sean X, Y espacios de Banachy T: X — Y un operador lineal acotado tal
que

dim(N(T)) <o y codim(T(X)) < o

Entonces T es un operador de Fredholm; o sea, T(X) es un subespacio cerrado de Y

(Giles, 2000), (Ramm, 2001).

Teorema 2.5: Sean X,Y espacios de Banach.SiT: X — Y es un operador de Fredholm
y L: X =Y es un operador compacto. Entonces T + L es un operador de Fredholm

(Saxe, 2000).

Teorema 2.6: Sean H,, H, espacios de Hilbert, T: H; =, H, un operador lineal biyectivo

y L: H; =, H, un operador compacto. Entonces T + L es un operador de Fredholm.

Teorema 2.7: Sean H,, H, espacios de Hilbert, T: H; =, H, un operador lineal acotado.
T es un operador de Fredholm, si y sdlo si, existen operadores lineales acotados

Ly, L,: Hy = H, y operadores compactos K;: H; = H; y K,: H, = H, tales que:
LiT=I1+K; y TL,=1-K,

Ejemplo 2.8: Sean H, y H, espacios de Hilbert de dimension finitay T:H; —,H, un

operador de Fredholm. Entonces por el teorema de las dimensiones, se tiene que:

dim(Hy) = dim(N(T)) + dim(T(H,))

codim (T(Hy)) = dim(H, / T(Hy)) = dim(H,) — dim(T(H,))
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Por lo tanto,
ind(T) = dim(N(T)) + codim(T(H,)) = dim(H;) — dim(H,)

Teorema 2.9: Sean H; y H, espacios de Hilbert y T:H; —,H, un operador lineal

acotado. T es un operador de Fredholm si y sélo si existe un operador lineal acotado
L:H, - H; tal que LT — Iy, y TL — Iy, son operadores de rango finito.
3. Operadores fuertes de Fredholm

Definicién 3.1: Sean H,, H, espacios de Hilbert y T: H; = H, un operador lineal
acotado. T es un operador fuerte de Fredholm si ind(T) = 0y T*(H,) es cerrado en

Hj.

Observacion: Sean H;, H, espacios de Hilbert y T: H; = H, un operador fuerte de

Fredholm. Como ind(T) = 0, entonces dim(N(T)) < o, codim(T(Hy)) < ®y

n:= dim(N(T)) = codim(T (H,)) (Kesavan, 2009), (Fernandez, 2015).

Luego por el teorema 2.4, T(H,) es un subespacio cerrado de H, y T es un operador de

Fredholm. Ademas
H,=T(H) @ N(T*) y H =T"(H;) ® N(T)

por lo tanto

n == codim(T(H,)) = dim (N(T*))

n = dim(N(T)) = codim (T*(H,))
lo que implica que
ind(T*) = dim N(T*) — codim (T*(H,)) =n—n=0

Ahora bien, como T** =T, se tiene que T**(H;) = T(H;) es un subespacio cerrado de

H,.

De lo anterior se tiene que T es un operador de Fredholmy T* es un operador fuerte de

Fredholm.
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Ejemplo 3.2: Sean H un espacio de Hilbert de dimensién finitay T: H — H un operador
lineal. Por la observacidn anterior y por el teorema de las dimensiones se tiene que T y

y T son operadores fuertes de Fredholm.

Ejemplo 3.3: Sea H un espacio de Hilberty T: H - H un isomorfismo, entonces T" es

un isomorfirmoy (T*)~1 = (T~1)* (Schechter, 2002). Luego T*(H) = (H) es cerrado y
dim(N(T)) = codim(T(H)) =0
Por lo tanto ind(T) = 0y T es un operador fuerte de Fredholm.

Ejemplo 3.4: Sea H un espacio de Hilbert de dimensidn finitay T: H - H un operador
lineal, entonces ind(T) = 0 (Galaz, 2006). Y como dim(T*(H)) < oo, se tiene que

T*(H) es cerradoen H y T es un operador fuerte de Fredholm.
Ejemplo 3.5: Consideremos el operador lineal T: [, — [, definida por
T(x1,%X2,%X3,...) = (X1, —Xg, —X3,...)

Note que T es un operador lineal acotado biyectivo.

Por lo tanto,
dim(N(T)) =0y codim(T(lz)) = codim(l,) = 0,

Asi pues ind(T) = 0. Ademas, T es un operador autoadjunto. O seaque T* = T. Por lo
tanto, T*(l,) = T(l,) = I, es un subespacio cerrado de [,. Esto implica que T es un

operador fuerte de Fredholm. Finalmente, T + I;, no es un operador de Fredholm, ya

que codim[(T + Ilz)(lz)] = o0,

4. Construccion de un operador fuerte de Fredholm

En el siguiente teorema presentaremos un resultado que nos permite construir

operadores fuertes de Fredholm.
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Teorema 4.1: Sean H un espacio de Hilbert, L: H — H un isomorfismoy F: H - H un
operador lineal acotado de rango finito. Entonces el operador T:=L+ F es un

operador fuerte de Fredholm.

Demostracion:
F es un operador compacto (Galaz, 2006), y por el ejemplo 3.2, L es un operador fuerte
de Fredholm. Luego por el teorema 2.5, T: = L + F es un operador de Fredholm. Por lo

tanto T(H) es un subespacio cerrado de H y
dim(N(T)) <o,  codim(T(H)) < ©

Por otro lado, por el teorema 2.1, F* es un operador lineal acotado de rango finito.

Ademads L* es un isomorfismo y
T"=L"+F"

Esto implica que T* es un operador de Fredholm. Asi pues T*(H) es un subespacio

cerradode Hy

dim(N(T*)) < o, codim(T*(H)) < o

Consideremos ahora la ecuacion
Tu=f (1)
note que

T=L+F=L+FL'L=U+FL YL
Denotemos por S := FL™1. Como L es un isomorfismo, la ecuacién
I+ w=w+Sw=f (2)

es equivalente a la ecuacidén (1), (Takessaki, 2002). Ademas, note que S es un operador

lineal acotado de rango finito y
dim(S(H)) = dim(F(H)) < o

También tenemos que

dim(N(T)) = dim(N(I + 5))



71. Vision Antataura, Vol.2, No.2, Diciembre 2018 - Mayo 2019

T(H) = (I+S)(H)

(Takessaki, 2002)

Sean = dim(S(H)) y {e1,€z2,...,e, } una base ortonormal de S(H). Entonces por la

demostraciéon del teorema 2.1 se tiene que

n

Sx = Z(Sx, e; )e;

i=1
y
n
S'y = Z(J" e; )S"e;
i=1
Luego si (I + S)u = 0, entonces u = —Su; o sea,

n n
u= —Z(Su, e )e; = —Z(u,S*ei Yei
i=1 i=1

Porloqueu € S(H).Asi, N(I +S) c S(H) ydim(N(I + 5)) < n.

Consideremos ahora la ecuacidén

T'v=g
Note que
T"=L'+F =L'+LL ' F=LU+L7'F)
y
S* = (FL™Y)* = (L"Y)*F*=L*"'F*
O Ssea

T"=L"({+S")
Luego la ecuacion (3) es equivalente a la ecuacién

U+SHYw=v+Sv=h

donde, por el teorema 2.1, S* es un operador lineal acotado de rango finito y

n = dim(S(H)) = dim(S*(H))
Similar al caso anterior, se tiene que

dim(N(T*)) = dim(N(I + 5*))

(3)

(4)
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T*(H) =+ S")(H)
NI+S)cS'(H) vy dim(NI+S))<n

Hemos probado que la ecuacion (1) es equivalente a la ecuacidn (2); o sea, equivalente

a la ecuacion
n
w+ Z(Sw, ejlej=f
j=1
es decir que la ecuacion (1) es equivalente a la ecuacién

w + Z(W,S*ej Yej = f (5
j=1

De igual manera la ecuacién (3) es equivalente a la ecuacion

n
v+Z(v,ej )S*ej =h (6)
j=1
Consideremos el sistema de ecuaciones

(w, S, ) + (Z<w,s*ej Ye;,S"e; ) = (f,S"e;)
j=1

n
(w,S%e, ) + (Z<w,s*ej Ye;,S"ey ) = (f, S en)
j=1
O Sea

(w, S*e, ) + Z(W,S*ej Mej,S'er) = (f,S"e)
=1
(7)

(w,S"e, )+ Z(W,S*ej Xej,S"en) =(f,S5"ey)
j=1

Sean
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c=(wSe) , tiy =(e;,S"e) fi=A{f,S"e;)

luego el sistema de ecuaciones (7) se puede escribir de la siguiente forma

n
Cl +z tlej == ﬁ
j=1

: : I (8)
n

Cn+z tnjcj :fl
j=1

donde

es la matriz asociada al sistema (8)

Probemos que la ecuacion (5) [o ecuacidn (2)] es equivalente al sistema de ecuaciones

(7) [o sistema de ecuaciones (8)].

Por la forma como se construyé el sistema (7), es claro que cada solucién de la ecuacién
(5) [0 ecuacién (2)] genera una solucion del sistema de ecuaciones (7); a saber,
ci=(w,S%;), i=1,2,...,n donde w es la soluciéon de (5). Probemos que toda
solucién del sistema (7) genera una solucién de la ecuacién (5). En efecto, sea

€1,C3,...,Cn Una solucidn del sistema de ecuaciones (7) y definamos

W:=f—chej

j=1

Entonces

n
Sw = Sf—chSej

j=1

n n n
= Z(Sf» e )e; — Z Cj Z(Sej’ei )ei
i=1 1 i=1

j:

= zn:(sf, e; e — Zn: Zn: cj(Sej, e; )e;
i=1

i=1 j=1
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n [ n

= Z (Sf.ei)e; — z ci(Se;j, e; Ye;
i=1 | j=1
n [ n

:Z (f,S*ei)—ZCj(ej,S*ei) e;
i=1| =1
n [ n

= Z fi= ) ctij | e
=1 =1
n

= z cié;
i=1

= f —w

O sea
w+Sw=f

lo que implica que w es una solucidn de la ecuacidn (2) [o de la ecuacién (5)].

Asi, la ecuacion (2) es equivalente al sistema de ecuaciones (8).

Es facil probar que si {w;,w,,...,w;} son k soluciones linealmente independientes de
la ecuacion homogénea asociada a la ecuacién (2), entonces las correspondientes k
soluciones {c;;, C5i,...,Cni}, 1 < i <k del sistema homogéneo asociado al sistema (7)
son también linealmente independientes, y viceversa.

De igual manera se prueba que la ecuacién (6) es equivalente al siguiente sistema de

ecuaciones:
n
(e)+ ) (S'een v, e) = (he)
j=1
. :
(v,en )+ Z(S*ej;en v, ej) =(h,ep)
j=1
Tomando

g=(ve), t;=(Se,e), h =(he)
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se tiene que la ecuacion (6) [y por lo tanto la ecuacidn (3)] es equivalente al sistema de

ecuaciones
n
&1 +Zti<]8] = hl
j=1
: : 9
n
En + Z thj€ = hn
j=1
donde

es la matriz asociada al sistema (9).

Note que
<E tnl) (e1,S*e;) - (e1,S*ey)
AT=: =~ i |= : :
tin = Ean (en,S"e1) - (en,S"ep)
<<S*el.€1> (S*en,el)> <t1‘1 ti‘n)
(S*eq,en) - (S'enen) th1 0 thn
=B

Luego los sistemas de ecuaciones lineales (8) y (9) satisfacen la bien conocida Alternativa

de Fredholm para el caso de sistema de ecuaciones lineales.

Asi pues, como el sistema de ecuaciones lineales (8) es equivalente a la ecuacion (2) y el

sistema de ecuaciones lineales (9) es equivalente a la ecuacion (4), se tiene que

dim(N(I + S)) = dim(N(I + S*))
por lo tanto

dim(N(T)) = dim(N(T*))

ind(T) = dim(N(T)) — codim(T(X))
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= dim(N(T)) — dim(N(T™))
=0

Se ha probado asi que T es un operador fuerte de Fredholm.
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