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Resumen: Una gran cantidad de modelos de problemas reales conducen a sistemas de ecuaciones 
diferenciales, donde la variable independiente es el tiempo.    Sin embargo, muchas preguntas siguen sin una 
adecuada respuesta que facilite la comprensión del comportamiento geométrico de las soluciones. En este 
trabajo se considera el sistema de ecuaciones diferenciales autónomos en el plano 

 
 
 
 

donde  F   es  una función de clase 
1C  en 

2
, con la idea de analizar el comportamiento de las soluciones 

del sistema a largo plazo, es decir, cuando t ó t→− → .  Para esto se definen los conjuntos 

límite −  y  límite−   de las trayectorias ( ) x   del  sistema.   Se estudian las propiedades principales 

de estos conjuntos límites y las implicaciones que tienen en el comportamiento de las trayectorias cuando se 
aproximan a estos conjuntos límites.  Finalmente se presentan unos ejemplos que ilustran la utilidad de los 
conjuntos límite −  y  límite−   en la construcción de los diagramas de fase de los sistemas autónomos. 

 
Palabras clave:  trayectorias, diagrama de fase, campo direccional, conjuntos límite − ,  conjuntos 

límite− ,  sistemas autónomos. 

  
Abstract: A great number of models of real problems lead to systems of differential equations, where the 
independent variable is time.    However, lots of questions still remain without an adequate answer that 
facilitates the comprehension of the geometrical behavior of the solutions. In this work we consider the 
system of autonomous differential equations in the plane 
 

                                                         ( ) ( ) ( )( ), , ,
d

F f x y g x y
dt

= = =
x

x x  

 

Where F  is a function of class  1C  in  2  ,  with the idea of analyzing the behavior of the solutions of the 

system in the long term, that is, when t or t→− → .  For this purpose, the límit − sets and 

límit− sets of trajectories ( ) x  of the system are defined.   The main properties of these limit sets and 

the implications they have on the behavior of the trajectories when approaching these limit sets are studied.  
Finally, some examples are presented to illustrate the usefulness of límit −  and limit− sets in 

constructing of phase diagrams of autonomous systems. 
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1. Introducción 

Motivados por la gran aplicación de los sistemas de ecuaciones diferenciales 

autónomos en diversas áreas de las ciencias y la ingeniería, se presenta un estudio sobre el 

comportamiento a largo plazo, de las soluciones del sistema de ecuaciones diferenciales 

autónomos en el plano 

( ) ( ) ( )( ), , ,
d

F f x y g x y
dt

= = =
x

x x  

Para este fin, se definirán los conjuntos límite −  y límite− , los cuales 

permitirán hacer un estudio cualitativo preciso de los diagramas de fase de los sistemas 

autónomos.    

Para poner en perspectiva el estudio cualitativo de los sistemas autónomos, a 

continuación, se   presenta un resumen   de   los resultados básicos que ayudarán a lograr 

los objetivos planteados. 

Con el fin de asegurar la existencia y unicidad de soluciones, se considera una función 

de clase 1C , 2 2:F → ,  ( , ) ( ( , ) , ( , ))F x y f x y g x y=   y el sistema autónomo  

( ) ( , )F F x y= =x x   en el plano, o sea 

                           ( , )
dx

x f x y
dt

= =       ,  ( , )
dy

y g x y
dt

= =                          (1) 

Para cada 2x  , el flujo o solución del sistema (1) ( , )t x  ( )(0, ) =x x a través 

de x  está definido en el intervalo ( ),I = −   =x , garantizado por el Teorema de Picard 

(Hale, 2009) y (Hirsch, 2004).   Además, la función flujo ( , )  es continua, 

3 2 2: x = →  (Bamón,1991).   La órbita o trayectoria de la solución ( , )t x  está 

definida por 

 ( ) ( , ) /t t I  = = x xx x  

La semi órbita positiva está definida por 

 ( ) ( , ) / 0t t + + = = x x x  

y la semi órbita negativa está definida por 
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 ( ) ( , ) / 0t t − − = = x x x  

Si 
0x  es un punto de equilibrio o punto crítico del sistema ( )0( ) 0F =x , entonces 

 
0 0 0( ) = =x x x .   Además ( ) x  es una órbita cerrada sí y sólo si la función ( , )t x  es 

periódica (en este trabajo se supondrá que la trayectoria ( ) x  consta de más de un punto, 

o sea que x  no es un punto de equilibrio del sistema). 

El conjunto de las órbitas o trayectorias en el plano, de un sistema se denomina el 

diagrama de fase del sistema (Mac Cluer, 2019). 

Un tipo de conjunto en 
2

 que es de vital importancia para el estudio cualitativo de 

los sistemas autónomos es aquel en el cual, si un flujo del sistema u órbita entra al conjunto 

en el instante 0t = ,  permanece ahí para todo 0t  .  Esta idea se precisa en la siguiente 

definición. 

Definición 1:  Un subconjunto K  de 
2

es llamado positivamente invariante para el 

sistema (1), si para todo Kx , se tiene que ( ) K + x  .De igual manera K  es 

negativamente invariante para el sistema (1) si ( ) K − x  para todo Kx . Finalmente, 

K  es invariante para el sistema (1) si es positivamente y negativamente invariante, es decir 

si ( ) K x para todo Kx . 

Definición 2: Sean  A  y B   dos subconjuntos no vacíos de 2 .  A  y B   son separados si 

A B  =           y          A B  =  

Un subconjunto K  de  2   es  disconexo si existen dos conjuntos separados  A  y B   tal 

que K A B=   . Un conjunto es conexo si no es disconexo. 

Observación:  Sea K  un conjunto cerrado y  A  , B    dos subconjuntos separados de 
2

 

tales que K A B=  .   Luego 

( )K A A B A A =   =       y       ( )K B A B B B =   = . 

Por lo tanto A  y B   son conjuntos no vacíos y cerrados de 
2

 tales que 

A B A B A B  =  =  = .  Por lo tanto, si es K  disconexo entonces existen conjuntos no 

vacíos, cerrados y disjuntos A  y B   tal que K A B=   . Si además K  es compacto, entonces 

0( , )dist A B   (Bamón, 1991). 
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El siguiente teorema, conocido con el nombre de Teorema del punto fijo de Brower, 

es de gran utilidad para probar la no existencia de órbitas periódicas o cerradas dentro de 

ciertas regiones encerradas por curvas de Jordan (Osuna, 2011; Hale, 2009).    Recuerde que 

si 2   es una curva de Jordan, entonces int( )   es un subconjunto cerrado de 
2

 

homeomorfo a una bola cerrada de 
2

 (Ostrovskaya, 2019; Zhang, 2006). 

Teorema 1: (Brower):   Sea K  un conjunto cerrado de 
2

 homeomorfo a una bola cerrada 

en 2  y 2:G K →  una función continua tal que ( )G K K .   Entonces G  tiene al menos 

un punto fijo en K ; es decir, existe un punto Kx   tal que  ( ) .G =x x  

 

2. Metodología 

Uno de los conceptos más importantes en el estudio cualitativo de los sistemas 

autónomos de ecuaciones diferenciales son los conjuntos  límite −   y  límite− ,   ya que 

ellos permiten determinar el comportamiento a largo plazo de las soluciones de los sistemas 

autónomos.    Sin embargo, para maximizar la utilidad de estos conjuntos límites se 

deducirán sus propiedades topológicas.   Así, se probó que, bajo ciertas condiciones, los 

conjuntos límite −  y límite−  son conjuntos no vacíos, compactos, conexos e 

invariantes; además se probó que ellos están formados por la unión de trayectorias 

completas del sistema. 

Como aplicación, se usaron los conjuntos límites para probar la existencia de órbitas 

periódicas y además se estudian algunos ejemplos particulares de sistemas autónomos. 

Para validar los resultados obtenidos en los ejemplos particulares, se utilizó el 

Sotfware Wolfram Mathematica, el cual permite la construcción del campo de direcciones 

y el diagrama de fase de los sistemas autónomos en el plano.  

 

3. Conjuntos Límites 

Definición 3: Sea 2x  y ( ) x  la órbita o trayectoria correspondiente a la solución 

( , )t x  del sistema (1). 
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i. Un punto 2p  , es un punto límite −  de la trayectoria ( ) x  del sistema (1) si existe 

una sucesión estrictamente decreciente  
1n n

t


=
, tal que  lim n

n
t

→
= −    y  lim ( , ) .n

n
t

→
=x p  

El conjunto formado por los puntos límite −  de la trayectoria ( ) x  se denota por ( ) x  

y se llama conjunto límite −  de la trayectoria ( ) x . 

ii.  Un punto 2q  es un punto límite−  de la trayectoria ( ) x  del sistema (1), si existe 

una sucesión estrictamente creciente  
1n n

t


=
 tal que, lim n

n
t

→
=    y  lim ( , )n

n
t

→
=x q .   El 

conjunto formado por los puntos límite−  de la trayectoria ( ) x  se denotan por ( ) x  

y se llama conjunto límite−  de la trayectoria ( ) x . 

 

Observaciones: 

1. Si 2x  es un punto de equilibrio del sistema (1), entonces  ( ) =x x  y, por lo 

tanto,   ( ) ( ) = =x x x . La recíproca no es cierta. 

2. Sea 2x  un punto regular del sistema (1) ( )( ) 0F x  .   Si ( )y x , entonces existe 

un c y
 tal que ( )( , ) ,t x t c = + y y , esto implica que ( ) ( ) =y x    y  ( ) ( ). =y x   

Por lo tanto, se puede hablar del conjunto límite −  y el conjunto límite−  de la 

trayectoria ( ) x  y se escribirá ( )( ) ( ) ( )   = =x xy ,    ( )( ) ( ) ( )   = =x xy ,  

siempre que ( ) xy . 

3. Suponga que, x  es un punto regular del sistema (1) y  ( ) ( ) 0  x x . Sea 

( ) ( )  x xp ,  entonces  existe *t   y una sucesión decreciente  
1n n

t


=
  tal 

que  lim n
n

t
→

= −  ,    lim ( , ) ( *, )n
n

t t 
→

= =px x . 

4. Sea 2x  y ( , )t x  la correspondiente solución del sistema (1) que pasa por x  . 

Considere la función ( , ) ( , )t t = −x x .   Entonces 

( ) ( )( , ) ( , ) ( , ) ( , )t t F t F t 
•

 = − = − − = − x x x x  

Por lo tanto ( , )t x  es una solución del sistema ( )F
•

= −x x . 
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Esto implica que el conjunto límite −  de la solución ( , )t x  del sistema (1) es el 

conjunto límite− de la solución del sistema ( )F
•

= −x x  y viceversa. Por lo tanto, para 

estudiar las propiedades generales de los conjuntos límite −  y límite−  de las órbitas 

del sistema (1), es suficiente restringirse al estudio de los conjuntos límite− . 

 

4. Caracterización De Los Conjuntos Límites 

Teorema 2: Sea 2x  , entonces 

 
0

( ) ( , ) :
T

t t T 


=  x x  

Por lo tanto, ( ) x  es un conjunto cerrado de 
2

  

Demostración:  

De la definición de ( ) x  se tiene que  

 ( ) ( , ) :t t T  x x  

para todo 0T  , por lo tanto 

 
0

( ) ( , ) :
T

t t T 


  x x  

Recíprocamente, sea  
0

( , ) :
T

t t T


  xp .  Luego existe un 
1 1t   tal que 

1( , ) 1.t− xp  

De igual manera, existe un  2 1max ,2t t   tal que 
2

1
( , )

2
t− xp  .  

Continuando de esta manera, para cada n   existe un  1max ,n nt t n−   tal que 

( , )nt n− xp .   Así pues, existe una sucesión creciente   
1n n

t


=
  tal que  lim n

n
t

→
=    y  

lim ( , )n
n

t
→

=x p  .        Por lo tanto ( )p x   y 

 
0

( , ) : ( )
T

t t T 

   x x  

De todo lo anterior se tiene que  

 
0

( ) ( , ) :
T

t t T 


=  x x  

y ( ) x   es un conjunto cerrado. 
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Teorema 3: Sea 2x  y suponga que ( ) + x  es acotado. Entonces el conjunto ( ) x  es 

no vacío y compacto. 

Demostración: 

Considere la sucesión  
1

( , )
n

n


=
x . Como ( , ) ( )n  +x x  y ( ) + x  es acotado, la 

sucesión  
1

( , )
n

n


=
x  es acotada.   Luego, por el teorema de Bolzano - Weierstrass, existe 

una sucesión creciente  
1n n

t


=
 tal que  lim n

n
t

→
=     y   2lim ( , )n

n
t

→
= x p .   Esto implica 

que ( ) xp  y ( ) x  . 

Como ( ) + x  es acotado, existe un  0R    tal que  

 2( ) (0, ) :B R R +  =  x x x  

Por lo tanto  

( ) ( ) (0, )B R  + x x  

Luego, como ( ) x  es cerrado y acotado, él es compacto. 

 

Teorema 4: Sea 2.x   Entonces ( ) x  es un conjunto invariante del sistema (1)  

Demostración: 

Si ( ) =x  no hay nada que probar.   Así que suponga que  ( ) x   y sea ( ). xp    

Entonces existe una sucesión creciente   
1n n

t


=
  tal que  lim n

n
t

→
=    y lim ( , ) .n

n
t

→
=x p    Sea 

s , entonces por la propiedad aditiva del flujo se tiene que 

( , ) ( ) ( ( ))
n nn s t s ts t   ++ = =x x x  

Luego, por la continuidad del flujo  ( , )t x ,  se tiene que 

( ) ( )lim ( , ) lim ( ( )) lim ( , )
nn s t s n s

n n n
s t t     

→ → →
+ = = =x x p p  

Como   
1n n

s t


=
+   es una sucesión creciente tal que  

( )lim n
n

s t
→

+ =     y    lim ( , ) ( ) ( , )n s
n

s t s  
→

+ = =x p p  

se tiene que  ( , ) ( )s p x ,  para todo s .   Así, ( ) ( ) p x  y ( ) x   es un conjunto 

invariante para el sistema (1). 

 



98. Visión Antataura, Vol.6, No.1, Junio – Noviembre 2022 

Teorema 5:  Sean 2, , x y z  tales que ( ) xy   y ( )z y .   Entonces ( ). xz  

Demostración: 

Como ( ) xy  y ( ),z y existen sucesiones crecientes  
1n n

t


=
 y  

1n n
s



=
 tales que  

lim limn n
n n

t s
→ →

= =    y   ( )lim ,n
n

t
→

=x y  , ( )lim ,n
n

s
→

=y z   

Denote 

( , )n nt=x x ,      ( , )n ns=y y ,       ( , )n n ns=z x  

Luego 

( )

( )

( )

( , ) , ( , )

( , )

( )

( )

( , )

n

n n

n n

n n n n n

s n

s t

s t

n n

s s t

t

s t

  

 

 





+

= =

=

=

=

= +

z x x

x

x

x

x

 

Por la continuidad de la función flujo ( , )t x , se tiene que 

lim lim ( , )

lim ( , ( , ))

lim ( , )

n n n
n n

n n
n

n
n

s t

s t

s



 



→ →

→

→

= +

=

=

=

z

y

z

x

x
 

Así,  
1n n n

s t


=
+  es una sucesión creciente tal que ( )lim n n

n
s t

→
+ =   y lim ( , )n n

n
s t

→
+ =x z  .    

Por lo tanto, ( )z x . 

 

Observaciones:  

1. De los Teoremas 4 y 5, se deduce que si ( ) xy  , entonces ( ) ( ) ( )    xy y ; 

además, ( ) x  es la unión de órbitas completas del sistema (1). 

2. Del Teorema 4 se deduce que si  ( ) =x p  , entonces p  es un punto de equilibrio 

del sistema (1). 

 

Teorema 6: Sea 2x  y suponga que ( ) + x  es un conjunto acotado.  Entonces ( ) x  es 

un conjunto conexo.  
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Demostración: 

Por los Teoremas 2, 3, 4, se tiene que ( ) x  es un conjunto no vacío, compacto e invariante 

para el sistema (1).   Suponga que ( ) x  no es conexo, entonces existen conjuntos cerrados 

no vacíos y disjuntos ,A B  tales que ( ) A B = x  y 0( , )dist A B =   . 

Como ( )A   x  y ( )B   x  , existen tiempos 
1 20 t t   tal que 

( )1( , ),
4

dist t A


 x       y      ( )2( , ),
4

dist t B


 x  . 

De igual manera, como ,A B  están formados de puntos límite−  de la trayectoria 

( ) x  , se puede construir una sucesión estrictamente creciente de tiempos   
1
,n n

t


=
  con  

lim n
n

t
→

=   y tal que 

( )( , ),
4

ndist t A


 x , si n  es impar 

y 

( )( , ),
4

ndist t B


 x  , si n  es par. 

Note que 

( ) ( )1 1( , ) ( , ), ( , ),dist A B dist t A t B  =  +x x  

de donde 

                               ( ) ( )1 1

3
( , ), ( , ),

4 4
dist t B dist t A

 
    −  − =x x                        (*) 

Luego, como  

( )2( , ),
4

dist t B


 x    y ( )1

3
( , ),

4
dist t B


 x  

y la función distancia es continua, existe un  1 1 2,s t t  tal que ( )1( , ), .
2

dist s B


 =x   Por 

otro lado, como  

( ) ( )1 1( , ) ( , ), ( , ),dist A B dist s A dist s B  =  +x x  

se tiene que 

( ) ( )1 1( , ), ( , ),
2 2

dist s A dist s B
 

    − = − =x x  
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Repitiendo este proceso en todo intervalo  2 1 2,n nt t−  con n  , se obtiene una sucesión 

creciente de tiempos  
1n n

s


=
 tal que lim n

n
s

→
=   y 

                ( )( , ),
2

ndist s A


 x        y     ( )( , ),
2

ndist s B


 =x                           (**) 

Como  
1

( , )n n
s



=
x  es una sucesión acotada, por el teorema de Bolzano - Weierstrass, 

existe una subsucesión convergente, la cual se continuará denotando de la misma manera. 

Sea ( )lim ,n
n

s
→

= xp  , entonces ( ) xp , y por (**),   

( ),
2

dist A


p     y    ( ),
2

dist B


=p   

Lo que implica que Ap  y Bp . lo que contradice que ( ) A B = x . Así pues, ( ) x  es 

un conjunto conexo. 

 

Observaciones: 

1. Para todo 2x , ( ) x  es un conjunto invariante para el sistema (1). 

2. Si ( ) + x  es un conjunto acotado, entonces ( ) x  es un conjunto no vacío, compacto, 

invariante y conexo. 

3. Suponga que ( ) + x  es un conjunto acotado, entonces 

( )lim ( , ), ( ) 0
t

dist t 
→

=x x  

4. Suponga que ( ) + x  es un conjunto acotado y que ( ) x  es un conjunto finito. Luego 

( ) x  es un conjunto finito no vacío y conexo, lo que implica que ( ) x  es un conjunto 

unitario. Así, existe un 2p  tal que  ( ) =x p .   Por (3) se tiene que  

lim ( ( , ), ) lim ( ( , ), ( )) 0
t t

dist t dist t  
→ →

= =x x xp  

o sea que  

lim ( , )
t

t
→

=x x  

Por otro lado, como ( ) x  es un conjunto invariante para el sistema (1), se tiene que 

( )   ( ) = = xp p , lo que implica que p  es un punto de equilibrio del sistema (1). 
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5. Aplicaciones 

Teorema 7:  Sea 2K   un conjunto cerrado y positivamente invariante del sistema (1). 

Suponga que K  es homeomorfo a la bola unitaria cerrada de 2 . Entonces K  contiene al 

menos un punto de equilibrio del sistema (1). 

Demostración: 

Sea 
1 0s  .   Como K  es positivamente invariante, se puede considerar la función 

1

1 1

:

( ) ( , )

s

s

K K

s



 

→

→ =p p p
 

Como la función flujo 
1s

  es continua, por el teorema del punto fijo de Brower, existe un 

1 Kp  tal que  

1 1 1 1 1( ) ( , )s s = =p p p  

Esto implica que la solución 
1( , )t p  del sistema (1) es una función periódica de periodo 

1s . Considere una sucesión  
1n n

s


=
 tal que 0ns  , lim 0n

n
s

→
=  y la correspondiente sucesión 

 
1n n



=
p  tal que ( , )n n ns =p p  . 

Como K  es compacto (por ser homeomorfo a la bola cerrada unitaria), se puede 

suponer (pasando a una subsucesión si es necesario) que la sucesión  
1n n



=
p  converge a un 

* Kp . Por otro lado, para todo 0t   y n  , existe un ( )nK t  , ( ) 0nK t   tal que  

( ) ( ) 1n n

n

t
K t K t

s
  +  

de donde  

( ) ( )n n n n nK t s t K t s s  +  

Luego, como ( , )nt p  es periódica de período 
ns ,  se tiene que  

( )( ) , ( , )n n n n n nK t s s = =p p p  

para todo 0t    y  n .     Además, 

( , *) * ( , *) ( , ) ( , ) *n n n nt t t t   −  − + − + −p p p p p p p p  

para todo 0t  , n  
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como lim *n
n→

=p p , por la continuidad del flujo ( , )t p , se tiene que 

lim ( , *) ( , ) 0n
n

t t 
→

− =p p  , para todo 0t   

Por otro lado, como ( , )nt p  es periódica de periodo 
ns  , se tiene que 

( , ) ( ( ) , )n n n nt t K t s = −p p  

Pero  

0 ( ) 0n n n
n

t K t s s
→

 −  →  

Luego, por la continuidad del flujo ( , )t x  , se tiene que  

 

lim ( ( ) , ) (0, )n n n n n
n

t K t s 
→

− = =p p p  , para todo 0t   

Por lo tanto,  

( , ) ( ( ) , ) 0n n n n n n
n

t t K t s 
→

− = − − →p p p p  , para todo 0t  .  

Así pues, 

( , *) * 0t − =p p  , para todo 0t   

Esto implica que  ( , *) *t =p p   para todo  0t  .   Por consiguiente, *p  es un punto de 

equilibrio del sistema (1). 

 

Corolario1: Sea ( ) x una órbita periódica asociada a la solución ( , )t x del sistema (1).   

Entonces  int( ( )) x   contiene al menos un punto de equilibrio del sistema (1). 

Demostración: 

Como ( ) x  es una curva de Jordan el conjunto ( )( )( ) intK  = x x  es un subconjunto 

cerrado de 2  homomeorfo a la bola unitaria cerrada de 
2

. Sea int( ( )) xp  . Como 

( ) x ,es una órbita cerrada del sistema (1), por el teorema de existencia y unicidad, la 

trayectoria ( ) p  no puede cortar a ( ) x .    Por lo tanto, ( ) int( ( ))  xp ,  lo que implica 

que K  es un conjunto invariante para el sistema (1). Luego por el Teorema 7,  int( ( )) x   

contiene al menos un punto de equilibrio del sistema (1). 
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Ejemplo 1:   Considere el sistema 

( )

2

22 2

x x y

y y x y


= − +


 = + −


 

Las curvas  2x y=  ,   21
1

2
x y= −   , no se pueden intersecar.     Esto implica que el único 

punto de equilibrio del sistema dado es (0,0) . 

El jacobiano del sistema es  

 

2

1 2
( , )

2 2 2 3

y
J x y

y x y

− 
=  

+ − 
         y        

1 0
(0,0)

0 2
J J

− 
= =  

 
 

 

Los valores propios de J  son 
1 21, 2 = − =  . Por lo tanto, el punto de equilibrio 

(0,0)  es un punto silla del sistema lineal, lo que implica que (0,0)  es un punto es un punto 

silla del sistema dado. 

El campo vectorial del sistema está dado por 

 

( )2 2( , ) , (2 2 )V x y x y y x y= − + + −  

 

Luego, para la recta 0y =  se tiene que  

 

( ,0) ( ,0) (1,0)V x x x= − = −  

 

Por lo tanto, la recta 0y =  está formada por tres trayectorias. Esto implica que no 

puede haber una trayectoria cerrada que contenga al punto (0,0)  en su interior. Además, 

por el Colorario 1, no hay trayectorias cerradas del sistema dado que no contengan a (0,0)  

en su interior. Así pues, el sistema dado no posee trayectorias cerradas.  

El diagrama de fase del sistema está dado por las figuras 1 y 2. 
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Figura 1. Campo de direcciones de trayectorias                Figura 2. Campo de direcciones y trayectorias          

  

Fuente: Elaboración propia 

 

De los diagramas anteriores se deduce que: 

 (( ,0)) (0,0)x =  y ( , )x y =  , si 0y  . 

( ),x y =  ,    si ( ) ( ), 0,0x y  . 

 

Ejemplo 2:  Considere el sistema 

1
cos cos

10

1
cos cos

10

x senx x y

y seny x y

  
= − − 

  


  = −   

 

 

Los puntos de equilibrio del sistema son  

( , )n m   y ,
2 2

n m
 

 
 

+ + 
 

 ,  con ,n m  . 

Luego el sistema, tiene infinitos puntos de equilibrio, pero todos aislados. 

El jacobiano del sistema está dado por  

2 2

2 2

1
(cos ) cos cos

10
( , )

1
cos cos (cos )

10

x sen x x y senxseny

J x y

senxseny x y x sen x

 
− − − 

=  
 − −
  
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Luego 

1 2

3 4

5

11 9
0 0

10 10
(0,0) , ( ,0)

9 11
0 0

10 10

9 11
0 0

10 10
(0, ) , ( , )

11 9
0 0

10 10

1
1

10
,

12 2
1

10

J J J J

J J J J

J J



  

 

   
−   

= = = =   
   −
      

   
− −   

= = = =   
   
      

 
  

= =   
   −

  

 

 

Los valores propios de 
1J  son 

1 2

11 9
,

10 10
 = − =  

Por lo tanto, el punto de equilibrio (0,0)  es un punto silla para el sistema dado. 

Los valores propios de 
2J  son 

1 2

9 11
,

10 10
 = = −  

Por lo tanto, el punto de equilibrio ( ,0)  es un punto silla para el sistema dado. 

Los valores propios de 
3J  son 

1 2

9 11
,

10 10
 = − =  

Por lo tanto, el punto de equilibrio (0, )  es un punto silla para el sistema dado. 

Los valores propios de 
4J  son 

1 2

11 9
,

10 10
 = − =  

Por lo tanto, el punto de equilibrio ( , )   es un punto silla para el sistema dado. 

En general, todos los puntos de equilibrio de la forma ( ),n m    son puntos sillas para el 

sistema dado. 

El polinomio característico de 
5J  es 

5

2 0.2 1.01.Jp z z= − +  

Por lo tanto, los valores propios de 
5J  son 

1 20.1 , 0.1i i = + = − .  Esto implica que el 

punto de equilibrio ,
2 2

  
 
 

 es un nodo espiral inestable para el sistema dado. 
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En general, todos los puntos de equilibrio de la forma ,
2 2

m n
 

 
 

+ + 
 

 con ,m n  

son nodos espiral inestables para el sistema dado. 

 

El campo vectorial del sistema está dado por 

( )
1 1

( , ) ( , ), ( , ) cos cos , cos cos
10 10

V x y f x y g x y senx x y seny x y
    

= = − − −    
    

 

Luego 

Por lo tanto, las rectas x n= ,  y m=   con  ,n m   están formadas por trayectorias 

del sistema. 

El diagrama de fase del sistema está dado por, (ver figura 3 y 4). 

 

Figura 3. Campo de direcciones del sistema Figura 4. Campo de direcciones del sistema 

  

 Fuente: Elaboración propia 

Sea  2( , ) ( , ) / 0 , 0p x y R x y x y =  =      .  De los diagramas anteriores se 

deduce que:   

Si ,
2 2

p
  

=  
 

, entonces  ( ) ( )p p p = =  

Si ,
2 2

p
  

  
 

 , 0 , 0       x y       , entonces ( ) ,
2 2

p
 


  

=   
  

 y ( )p C = ,  donde  es 

el contorno de la región R . 
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Note que, en este caso,  ( )p C =  está compuesto de cuatro trayectorias no triviales 

(heteroclinas) y cuatro puntos de equilibrio. 

 

6. Conclusiones 

De los resultados probados en este artículo, se obtienen las siguientes conclusiones: 

• Si  ( ),t x  es la solución del sistema (1) que pasa por x , entonces  ( ) ( ), ,t t = −x x  

es la solución del sistema  ( )F= −x x .     Por lo tanto, el conjunto límite −  de la 

solución  ( ),t x  del sistema (1) es el conjunto límite− de la solución ( ),t x  del 

sistema  ( )F=x x   y viceversa.     Por lo tanto, es suficiente estudiar sólo los conjuntos 

límites−  de los sistemas autónomos. 

• Si la semi órbita  ( ) + x  es un subconjunto acotado de 2 ,  entonces ( ) x es un 

conjunto no vacío, compacto, invariante y conexo.     Por lo tanto, si ( ) x es finito, 

entonces ( )   =x x  y x  es un punto de equilibrio del sistema autónomo (1). 

• Si ( ) xy  ,   entonces     ( ) ( ) ( )    xy y  , además,  ( ) x  es la unión de órbitas 

completas del sistema (1). 

• Si  ( ) x  es una órbita periódica asociada a la solución ( ),t x  del sistema (1), entonces  

( ) x   encierra en su interior un punto de equilibrio del sistema (1). 

• Con el conocimiento de las características de los conjuntos límite −   y  ,límite −  se 

puede dibujar con mayor precisión los diagramas de fases de los sistemas autónomos, 

los que a su vez permiten hacer un estudio cualitativo más exacto de las situaciones de 

los sistemas autónomos. 
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