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Resumen: En el presente trabajo, se modifica el axioma de separacidn de los espacios métricos para introducir
los espacios métricos parciales, en los cuales la autodistancia no es necesariamente cero. Se define una
relacion de orden en estos espacios. Se desarrollan una serie de ejemplos que ilustran los conceptos
introducidos y a la vez sirven como contraejemplos para mostrar la independencia de las definiciones
presentadas.
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Summary: In this work the separation axiom of metric spaces is modified to introduce partial metric spaces,
in which the selfdistance is not necessarily zero. An order relationship is defined in these spaces. A series of
examples illustrating the concepts introduced was developed to serve as counterexamples demonstrating the
independence of the definitions presented.

Keywords: Metric, metric space, partial metric (pmetric), partial metric space, nonzero selfdistance, partial
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1. Introduccion

Las métricas parciales y los espacios métricos parciales fueron introducidos por el
matematico inglés Steve Mathews en el 8° Coloquio Britanico para la Teoria de la Ciencia
Computacional en 1992. También en ese afio, Michael Bukatin en su disertaciéon doctoral
trata sobre las métricas parciales. Posteriormente, en 2009 Steve Mathews, Ralph
Kopperman, Homeira Pajooheshel presentan un articulo en The American Mathematical

Monthly titulado Partial Metric Spaces.
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Al igual que en los espacios métricos, los espacios métricos parciales estan formados
por un conjunto no vacio y una funcion. A esta funcién se le conoce con el nombre de
pmétrica, la cual toma dos puntos del conjunto y la lleva a un nimero real no negativo.

En los espacios métricos parciales, la pmétrica de un punto a el mismo no es
necesariamente cero. Esto provoca una reaccién en cadena, pues para homologar los
axiomas de métrica hay que realizar cambios sustanciales en los mismos.

Se mostrara como, a partir de espacios métricos parciales, se pueden construir
espacios métricos. Ademas, cdmo a partir de espacios métricos se pueden construir
espacios métricos parciales. Ademds se mostraran, algunos ejemplos de espacios que

cumplan estas situaciones.

2. Metodologia

Introducidos por Rene Maurice Frechet en su tesis doctoral, los espacios métricos
dieron origen a un vasto campo de estudio. Generalizando los espacios métricos se da
origen a los espacios métricos parciales, ajustando el axioma de separacién. Dando asi
origen a un nuevo campo de estudio.

Se definen los conceptos de métrica, seudométrica, ponderacién y métrica parcial.
Posteriormente, se muestra como a partir de espacios métricos, usando la métrica inducida
se pueden construir una métrica parcial, por ende un espacio métrico parcial. De igual
forma, se pueden construir a través de una métrica parcial una métrica y por lo tanto un
espacio métrico.

Se prueba que en los espacios métricos parciales se puede establecer una relacién
de orden parcial, es decir; los espacios métricos parciales son conjuntos parcialmente
ordenados.

Para validar los resultados, se muestran ejemplos para cada uno.

3. Desarrollo del tema: Espacios métricos parciales
e Definicién 1: Sea X un conjunto no vacioy d:XxX—0 una funcién. d es una

métrica sobre X si satisface los siguientes axiomas
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Mi) d(X,y) >0 , paratodo X,yeX (positividad).
M;) Sean X,Y € X, entonces

x=y=d(x,y)=0

d(x.y) = 0= X = (separacién)
Ms) d(x, y) =d(y, x) paratodo X,yeX (simetria)
Ma) d(X,y) <d(X,z) +d(z,y) paratodo X,¥,ze X (desigualdad triangular)

El par (X, d) constituido por el conjunto no vacio X y una métrica d sobre X, se llama
espacio métrico (Samet et al., 2013; Bukatin et al., 2009; kopperman, et al., 2004;
Kopperman, s.f; Matthews, 1994; Matthews, 2008; Matthews, s.f)

e Definicién 2: Sea X un conjunto no vacioy P:XxX—[l una funcién. p esuna
seudométrica o semimétrica si satisface los siguientes axiomas.
M1) p(X,y¥) 20, paratodo X,y e X.

M’;) p(x,X)=0, paratodo Xe€X.

Ms) p(X,¥) =p(Y,X), paratodo X,y e X.

Ma) P(X,Y) <p(X,2) +p(Y,2), paratodo X,Yy,ZeX.

El par (X, p) constituido por el conjunto no vacio Xy una seudométrica p sobre X,
se llama espacio seudométrico (Matthews, 2008).

e Definicién 3: Sea X un conjunto no vacioy p:XxX—[ una funcién. p es una

pmétrica si satisface los siguientes axiomas

MPo) 0<p(X,X) <p(X,Yy), paratodo X,y e X

MP;) Si p(X,X) =p(X,¥) =p(y,Yy), entoncesx =y paratodo X,y e X

MP3) p(X,Y) =p(Y, X), paratodo X,y e X

MP4) p(X,Y) <p(X,2)+p(z,¥) —p(z,Z) entonces x =y para todo X,Y,Z€ X.

Al par (X,p) se le llama espacio métrico parcial (Matthews, s.f; Bukatin, et al., 2009;

Matthews, 2008).

e Observaciones:

1. Supongamos que p(X,Yy)=0. Luego por MPo
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p(x,x)=0 "y ply.y)=0
de donde
p(X,X) =p(x,y) =p(y,y) =0
Por lo tanto, por MP; se tiene que x =y. Asi pues, las pmétricas satisfacen los axiomas
M1, M3y M4 de métrica y ademds, si p(X,y) =0 entonces x =y. Lo Unico que no satisfacen
las pmétricas es la autodistancia igual a cero; o sea que p(X,X)>0 pero no
necesariamente p(X,X)=0
2. Toda métrica es una pmétrica.
3. Las seudométricas no satisfacen el axioma M, de métricas ni el axioma MP; de
pmétricas.
e Ejemplo: Sea S un conjunto con mas de un elementoy S* el conjunto de todas las
sucesiones finitas de elementos de S, o sea
S ={(Xg: Xps.on X))t NED, X,X,,...,X, €S}
Definamos la funcién

ps:(S"USY)x(STUS" )L

1 , Si Xy # Y,
Ps({X,}.{¥a})=12" ., x,=y,paratodoi<k, x, =Y,
o , X, =Y, paratodok e[l

Note que sipg({X,}.{y,})=0 entonces {x,}.{y,} €S". Ademas, si {x,}eS" entonces

Ps ({X,}:{¥a}) >0 Porlo tanto, ps({x,}.{X,})>0 paratodo {x,}S".

Entonces pg es una pmétrica sobre S’ US" (Bukatin, et al., 2009).

e Observaciones:

1. Note que

p _
%‘NXSW =ds

Por lo tanto, el subespacio métrico parcial (SW, ps) es un espacio métrico; o sea que

(S".ps)=(s".ds)
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2. Como pg({X,}.{x,})>0 para todo {x,}€S" . ps no es una métrica sobre

STusv,

e Ejemplo:Seall " = [0,00) y definamos la funcién
Prax - x0T >0
P (@, D) = max {a, b}
Probemos que p,, es una pmétrica (Matthews, s.f).
MPg) Sean a,bell”, entonces
0<a=max{a,a} <max{a,b}
Por lo tanto
0<Pux(a,2) <P (ab)
MP;) Sean a,bel] " tales que

Prosx (2:2) = Pro (8,0) = P (b, D)

luego

b

a=max{a,b}

Por lo tanto, a = b.

MP3) De la definicion se deduce que
pmax (a’ b) = pmaX (b’ a)
MP4) Sean a,bel]”

* Supongamos que p,,, (a,b)=a, entonces

pmax (a" b) S pmax (a1 C)
pmax (C1 b) - pmax (C, C) 2 O
por lo tanto
P max (a' b) < P max (a! C) + P rax (C, b) —Prax (C, C)

* Igual resultado se obtiene si se supone que p,,, (a, b) =b.
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Asi pues p . €s una pmétrica sobre " y (D *,pmax) es un espacio métrica
parcial.
e Ejemplo: Sea J la coleccion de los intervalos cerrados y acotados de [ ; es decir

I={[a,b]: abel, a<bj

Definamos la funcién
p:rIxI >l
p([a,b].[c,d])=max{b,d} -min{a,c}

Entonces p esuna métrica sobre 3 y (S,p) es un espacio métrico parcial (Bukatin

et al., 2009; Matthews, 2008).

e Ejemplo: Sea (X,p) un espacio métrico parcial y sea

P Xx X 5[]

A p(X’y)

P (X y) ==
( )1+p(x,y)

Usando el resultado de que:
si a, b, c,d>0 sontales que
a<b+c-d, d<b y d<c
entonces

a b c d
< + -
1+a 1+b 1+c 1+d

se prueba que p” esuna pmétrica sobre X (Matthews, 2008).
e Definicion: Sea (X, d) un espacio métrico. Una funcién de ponderacion sobre X es
una funcién
|| X >0
gue satisface las siguientes propiedades
i) 0<|x|, paratodo xeX .
i) [x|-|y|<d(x,y) paratodo X,ye€X (Bukatin, et al., 2009; Kopperman, 2004;

Matthews, 2008).
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e Observacidon: Todo espacio métrico (X, d) tiene infinitas ponderaciones. En
particular, para todo k>0, la funcién constante
|-[: X >0
x| =k
es una ponderacion sobre X.
El siguiente ejemplo ilustra la forma de construir espacios métricos parciales a partir
de los espacios métricos.
e Ejemplo: Sea (X, d) un espacio métrico y | -|:X —[] una ponderacion sobre X.

Definamos la funcion
Py XxX -1

d(x,y)+[x+]y|
2

Py (X'Y) =
Entonces p, esuna pmétrica sobre X, ademas
Py (%, X) =[x
paratodo X € X (Matthews, s.f).

MPo) Sean X,Y € X, entonces

d (%, x)+ x|+ || _Ix

P (X1X): 2 | |

Por lo tanto, como |x|<d(X,y)+]y|, setiene que

0<py(x,x)=[x|
_ X+
2

. X|+d(x,y)+|y|
2

_ d(x,y) +[x|+|y|
2

=Py (x,y)

MP;) Sean X,y € X tales que

Py (X’ X) =Py (X’ y) =Py (yv y)

entonces
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d(x,y)+|X|+|y
- by

de donde
d(x,y)=0
por lo tanto, x=v.

MP3) Sean X,Y € X, entonces

d(x,y)+[x[+]y] _d(y.x)+[y[+]x] _

pe(x,y)= 2 2 Py (¥:X)
MP.) Sean X,Y,Z € X, entonces
d(x,y)+|X|+
s (%,Y) = ( y)2| |+l
<d(x,z)+d(y,z)+|y|+|x|
B 2
:d(x,z)+|x|+|z|+d(y,z)+|y|+|z|—2|z|
2
:d(x,z)+|x|+|z|+d(z,y)+|y|+|z|_|Z|
2 2

=Py (X’ Z)+pd (Yv Z)_pd (Z’ Z)

De todo lo anterior se tiene que (X,pd) es un espacio métrico parcial y

by (x.X) = x|
e Observacion: Si la ponderacion | . | sobre X no es la funcidn nula entonces (X, pd)
. . . . 1
no es un espacio métrico. Si | . | es la funcién nula, entonces p, :Ed es una

métrica sobre X.
e Ejemplo: Sea (X|| : ||) un espacio normado y d la métrica inducida por la norma ||-|.

Note que la funcién norma es una ponderacién sobre el espacio métrico (X, d). Por

lo tanto, (X,pd) en un espacio métrico parcial, donde

X =y +[x| +
s (x,y) = X 2|| [y

En el ejemplo anterior se construyd un espacio métrico parcial a partir de un espacio

métrico dado. El proceso se puede revertir; o sea que se puede construir un espacio métrico
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a partir de un espacio métrico parcial de tal manera que los dos procesos sean ciclicos.
Veamos este hecho en el siguiente ejemplo.
e Ejemplo: Sea (X,d) un espacio métrico parcial. Definamos las funciones
d, : XxX >0
d, (X,y)=2p(x,y) —p(x,x) —p(y,y)

|-|: X =0

|X|=p(x,X)
Luego

d, (X, ) =2p(x,y) = |x|~y]
Probemos que d_ es una métrica sobre X (Matthews, s.).
M1) Sean X,y € X entonces

p(x.y)-p(x,x)20 'y p(x,y)-p(y,y)=0

por lo tanto

0<2p(x,y) —p(x,x) —p(y.y) =d, (x,y)
M) Sean X,y e X
*Si x =y, entonces

d, (X,y)=2p(x,x) —p(x,X) —p(x,x) =0
* Supongamos que d (X,y) =0, entonces

2p(x,y)=p(x,x)=p(y.y) =0
Como p(X,X)<p(X,y), setiene que

2p(x,y)=p(x,y)-p(y,y) <0
de donde

P, y) <p(y.y)

Ilgualmente,

2p(x,y) —p(,y)=p(x,x) <0
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p(x,y) <p(x,X)
Luego por MPg se tiene que

p(x,X) =p(x,y) =p(y.y)
Por lo tanto, por MP; se tiene que x =Y.
Asi pues

d,(X,y)=0=x=y
Ms) Sean X,Y € X, entonces
d, (X,y)=2p(x,y) —p(x,x) —p(y,y) = 2p(y,x) =p(y,y) —p(x, x) =d,_ (Y, X)

Ma) Sean X,Y,Z € X, entonces

d, (x,y)=2p(x,y) —p(x,x) —p(y.y)
<2p(x,2)+2p(z,y) —2p(z,z) —p(X,x) —p(y, )
=(2p(x,2) —p(x,x) —p(z,2))+(2p(z,y) =p(z.2) —p(Y.Y) )
d, (x.2)+d, (2.y)

Asi pues dp es una métrica sobre X.

Probemos ahora que la funcion | . | es una ponderacion sobre X.
* Sea X e X, entonces
0<p(x,x)=|x|
* Sea X,y e X, entonces
[X|~y]=p(x, %) ~p(y. y)
=2p(x,x) = p(x,x) = p(y, y)

<2p(x,Y) = p(X,x) = p(y,y)
=d,(x,y)

Asi pues, |- | es una ponderacién sobre Xy

d, (X,¥) =2p(x,y) = |x|-y]
Note que

d, (X, y)+[X]+|y|
2

p(X,y) =

Luego, por el ejemplo anterior
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Pe, =P Y Py, =0
O sea que los procesos de estos dos ejemplos son ciclicos.

e Teorema: Sea (X, p) un espacio métrico parcial. Definamos la relacién binaria =<

sobre X por
X =<, Y < p(X,x) =p(X,Y)
Entonces < esuna relacién de orden parcial sobre X, llamada la relacién de orden

parcial inducida por la pmétrica sobre X (Bukatin, et al., 2009. Matthews, s.f).
e Demostracion:
e Reflexiva
Como p(x, x) = p(x, x), se tiene que x < x paratodo x € X.
e Antisimétrica
Sean X,y € X tales que x <, Y, Y=<, X, entonces
p(x, x) = p(x, y), p(y, y) = p(y, x)
Por lo tanto,
p(x, x) = p(x, y) = p(y, y)
Luego por MP; se tiene que x =Y.
e Transitiva
Sean X,Y,Z e X tales que x <, Y, Y=<, z;entonces
p(x, x) = p(x,y), p(y, y) = ply, 2)
Por MP4 se tiene que

P(X,2) <p(X,y) +p(Y,2) —p(Y,Y)
=p(X,y)
=p(x,X)

Luego como P(X,X) <p(X,2), se tiene que
p(x, x) = p(x, 2)

Por consiguiente, x <,Z

De todo lo anterior se tiene que (X,<p) es un conjunto parcialmente ordenado.
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e Ejemplo: Consideremos el espacio métrico parcial (D ’, pmax).

Entonces

X =<, Y S Py (X X) = P (X,Y)
< max{x,x} =max{x,y}
& X =max{x,y}

&YX
Oseaque <, esexactamente el orden inverso usual de [ 7.
e Ejemplo: En el espacio métrico parcial (S* us%, ps) la relacién de orden parcial a

esta definida por

{ad <o 0} =@ s (X0} X)) =P (X} {¥0})

< {y,} es parte inicial de {x,}

e Teorema: Sea (X, d) un espacio métrico, JeX y |-|:X >0 lafuncién definida
por
x| =d(x, D)
Entonces |- | es una ponderacién sobre Xy [&|=0 (Bukatin, et al., 2009).

e Demostracion:

i. Sea XeX, entonces
0<d(x,9) =|x|
ii. Sean X,y € X, entonces
x| =d(x,2) <d(x,y) +d(y, D) =d(x,y) +|y|

por lo tanto,

X|=y| <d(x,y)
Asi pues. |- | es una ponderacion sobre X.
e Observacién: Sea (X, d) un espacio métrico, JeX vy |-[:X >0 la funcién

definida en el teorema anterior. Entonces la funcion
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Py XxX >0

d(x,y)+[x|+y| _d(x,y) +d(x,2) +d(y, )
2 2

Pq (va):

es una pmétrica sobre X. Ademas
Py (X,x) =d(x, D) =|x|
Py (X, D) =d(x,2) =|x|

por lo tanto
Py (X, X)=py (X, D)

lo que implica que x <,, D para todo X e X. Asipues & es el Ultimo elemento del
conjunto parcialmente ordenado (X,<pd) (Matthews, s.f).

Reciprocamente, sea (X, p) un espacio métrico parcialy € X tal que x <, D para

todo X € X. Entonces
P(X,X)=p(x,) , paratodo Xe€X.
Por lo tanto, la funcién
d, i XxX =[]
d; (x,y)=2p(x,y) —p(x,x) —p(y,y) = 2p(X, y) —p(x, &) —p(y, &)
es una métrica sobre X, y la funcién
|-[: X >0
[X|=p(x,x) = p(x, )
es una ponderacion sobre X.
e Ejemplo: Sean (X, d) un espacio métrico, € X y a>0tal que
d(x,y)<a, paratodo X,yeX
Definamos la funcidn

p:XxX—1l
d(x,y)—d(x, ) —d(y, 9)
2

p(x.y)=a+

Probemos que p es una pmétrica sobre X.

MPo) Sean X,Y € X entonces
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p(x,x) =a-d(x,2) >0

Por otro lado,

P(X,y) —p(X,X) =a+

Asi pues

d(x,y) —d(x,<) ~d(y, )
2
_d(x,y)+2d(x,2) -d(x,2) -d(y,2)

2
_d(xy) +d(x,9) ~d(y, <)
2
S d(y,®);d(y, 9) _o

—a+d(x,9)

0<p(x,x) <p(x,y)

MP;) Sean X,y € X tales que

entonces

entonces

p(x, x) = p(x, y) = ply, y)

d(x,y) -d(x,) -d(y.9) _
2

a—d(x,d)=a+ a—d(y,d)

d(x,d)=d(y,d) y d(x,y)=0

lo que implica que x =y.

MPs3) Sean X,y € X, entonces

d(x,y) —d(x,2) —d(y,9)

p(x,y) =a+ >
Cas d(y,X)—d(y,ZQ)—d(x,Q)

=p(y,x)
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MP.) Sean X,Y,Z € X, entonces

0(x,2) +P(Z,Y) - p(z. 2) = 8+ d(x,2) —d(x,2®) —d(z,9) s d(z,y) —d(z,2®) —d(y, Q)
Cas d(x,z)-d(x,9) -d(z, @) +d(z,y) —d(z, D) —d(y, D) + 2d(z, D)
2
Cas d(x,z)+d(z,y) —2d(x, &) —d(y, <)
L d(xy)~d(x,9) ~d(y, <)
2

—a+d(z,9)

>a

=p(Xx,y)

Asi pues
p(x,y)<p(x,2)+p(z,y)-p(z.2)
De todo lo anterior se tiene que (X, p) es un espacio métrico parcial.
Note que
p(D,D)=a=p(x,J)
por lo tanto
=<, X
Para todo XeX; o sea que J es el primer elemento del conjunto parcialmente

ordenado (X,<p).

Finalmente, note que

dp(X’ y) = 2p(X, y) —p(X, X) _p(y! y)
=2a+d(x,y)—-d(x,9)—-d(y,d) —a+d(x,) —a+d(y, D)
=d(x,y)

Por consiguiente d_ =d y (X,dp) =(X,d).

e Observacion: Si en ejemplo anterior consideramos la funcidon de ponderacién
|-[: X >0
x| =d(x, D)

entonces la funcidn
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Py XxX >0

d(x,y)+[x|+|y| _ d(x,y) +d(x,2) +d(y, )
2 2

Py (x,y) =
es una pmétrica sobre X y x <p, D, Para todo X € X. Asi pues

* (D es el primer elemento del conjunto parcialmente ordenado (X,<p)

* (J es el tltimo elemento del conjunto parcialmente ordenado (X"<pd)

*p#py
*d,=d y d_=d

3. Conclusiones
Con lo demostrado en este articulo, podemos concluir:

e Los espacios métricos parciales son una generalizacidn de los espacios métricos. Es
decir, todo espacio métrico es un espacio métrico parcial; pero no todo espacio
métrico parcial es un espacio métrico.

e Dado un espacio métrico, podemos construir a través de la métrica una pmétrica y
por lo tanto un espacio métrico parcial.

e De igual forma, si tenemos un espacio métrico parcial, podemos construir a través

de la pmétrica una métrica y por lo tanto un espacio métrico.

Referencias bibliograficas

Samet, B., Vetro, C., y Vetro, F. (2013). From metric spaces to partial metric spaces. 5.
file:///C:/Users/50764/Downloads/1687-1812-2013-5.pdf

Bukatin, M., Kopperman, R., Matthews S., y Pajoohesh, H. (2009). Partial Metric Spaces. The
American Mathematical Monthly, 116(8), 708-718. https://www.jstor.org/stable/
40391197

Kopperman, R., Matthews S. y Pajoohesh, H. (2004). Partial metrizability in value quantales.
Applied General Topology, 5(1), 115 —127. https://doi.org/10.4995/agt.2004.2000

Kopperman, R. (s.f). Generalized Metrics A  Topological Investigation.
https://www.generalizedmetrics.com/



file:///C:/Users/50764/Downloads/1687-1812-2013-5.pdf
https://www.jstor.org/stable/%2040391197
https://www.jstor.org/stable/%2040391197
https://doi.org/10.4995/agt.2004.2000
https://www.generalizedmetrics.com/

184. Vision Antataura, Vol.7, No.1, Junio — Noviembre 2023

Matthews, S. (1994). Partial Metric Topology. Annals of the New York Academy of Sciences,
728, (183-197). https://www.dcs.warwick.ac.uk/pmetric/Ma94.pdf

Matthews, S. (2008, del 29 de Julio al 1 de agosto). Partial Metric Spaces A Fuss about
Nothing [conferencia]. The 2008 Summer Conference Universitaria de la UNAM,
Ciudad de México, México.

Matthews, S. (s.f). partialmetric.org. http://www.dcs.warwick.ac.uk/pmetric/



https://www.dcs.warwick.ac.uk/pmetric/Ma94.pdf
http://www.dcs.warwick.ac.uk/pmetric/

