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Resumen: El comportamiento patoldgico de las funciones extrafias ha sido de gran ayuda en el desarrollo y
fundamentacion del célculo diferencial e integral y, en general, del andlisis real. Ademas, es una util fuente de
ejemplos y contraejemplos que ayudan a comprender las definiciones rigurosas de los conceptos basicos del
andlisis matematico. Es por esa razdn que el objetivo de este articulo es estudiar las propiedadesde la funcién
de Thomae y presentar algunas generalizaciones para garantizar la diferenciabilidad en un conjunto
considerablemente grande de puntos.

Palabras clave: funciones extrafias, continuidad, diferenciabilidad, integrabilidad, conjunto denso, medida de
Lebesgue.

Abstract: The pathological behavior of strange functions has been of great help in the development and
foundation of differential and integral calculus and, in general, of realanalysis. In addition, itis a useful source
of examples and counterexamples that help understand the rigorous definitions of the basic concepts of
mathematical analysis. It is for this reason that the objective of this article is to study the properties of the
Thomae function, and present some generalizations to guarantee differentiability on a considerably large set
of points.

Keywords: strange functions, continuity, differentiability, integrability, dense set, Lebesgue measure.

1. Introduccion

En el siglo XIX el andlisis real estaba en su etapa formativa (transicion del célculo al
andlisis). Los matematicos investigaban sobre la posibilidad de clasificar las funciones
usando los conceptos de continuidad, diferenciabilidad e integrabilidad. Sin embargo, estas
ideas fueron desafiadas por un nimero de funciones que eranatipicamente malas, extrafias
y contraintuitivas. De hecho, los matematicos de esa época pensaban que una funcion

continua sélo podia ser no diferenciable en una coleccién pequefia de puntos aislados; sin
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embargo, ha resultado que muchas de las funciones continuas son no diferenciables en
todos los puntos (Dunham, 2018; Edward, 1994).

Otra idea errdénea que tenian los matematicos sobre el comportamiento de la
derivada de una funcion es que eran Riemann integrable. También se pensaba que si una
funcién diferenciable era estrictamente creciente (decreciente), entonces su derivada tenia
que ser positiva (negativa). Estos y otros muchos errores sobre el calculo diferencial e
integral fueron corregidos con la aparicion de las funciones extranas o patoldgicas en el
analisis real (Bartle, 2011; Folland, 2007; Natanson, 2016; Olmsted, 2009).

El comportamiento patolégico de las funciones extrafias ha sido de gran ayuda en el
desarrolloy fundamentacién del calculo diferencial e integral y, en general del analisis real.
Adema3s, es una util fuente de ejemplos que ayudan a entender definiciones rigurosas de
los conceptos bdsicos del analisis matematico. Entre los primeros matematicos que
construyeron estos tipos de funciones extrafias se pueden mencionar B. Bolzano (1781 -
1848), P. Dirichlet (1805 - 1859), K. Weierstrass (1815 - 1897), B. Riemann (1826 - 1866), G.
Darboux (1842 - 1917), G. Cantor (1845 - 1918), G. Peano (1858 - 1932), V. Volterra (1860 -
1940) y B. van der Waerden (1903 - 1996), (Gelbaum, 2003), (Kharazishvili, 2018), (Varona,
2009).

Debido al gran impacto que han tenido las funciones extrafas o patoldgicas en la
fundamentacién del andlisis matematico, en este articulo se presentan varias funciones
extrafas, se estudian sus propiedades con respecto a los conceptos de continuidad,

diferenciacidn e integracién y se presentan algunas generalizaciones.

2. Metodologia

En 1872 el matematico aleman Karl Weierstrass presentd a la consideracion de la
comunidad matemdtica de su época un ejemplo de una funciéon continua que es no
diferenciable en todo punto de ; , contradiciendo la idea intuitiva de |la mayor parte de sus
contempordneos que pensaban que las funciones continuas eran diferenciables, excepto
en algunos puntos. Este evento abrido el camino a otras muchas funciones con

comportamientos patoldgicos, las cuales se denominan Funciones Extrafias. De hecho, la
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suma de una funcién diferenciable y la funcién de Weierstrass es nuevamente continua
pero no diferenciable en todo punto de ; , por lo que hay tantas funciones extrafias como
funciones diferenciables. De hecho, se puede probar que las funciones continuas son en
general no diferenciable en todo punto de ;

Una de las primeras funciones extrafias es la funcion de Dirichlet D:; —; definida
por
D(x)={0 , Xej —Q

1 , xen

la cual es discontinua en todo punto de ; .Posteriormente, en el afio 1875 CarlJ. Thomae
modifico la funcion de Dirichlet de la siguiente manera:
T:i —i
, Xej —KQ
T'(x)=

L XEX, x= ,(m,n)=1, n>0

—_ 3| = O

> X =

La metodologia para lograr el objetivo de este articulo es primeramente presentar
algunos conceptos y resultados de la teoria de aproximaciénracional de los nUmeros reales,
con el fin de estudiar las propiedades de la funcion de Thomae referente a la continuidad,
diferenciacién e integrabilidad.

Posteriormente, se estudian las propiedades de continuidad, diferenciabilidad e

integrabilidad de las potencias reales ]}c(x):(T(x))k,ke; , de la funciéon de Thomae.

Finalmente, se define la funcién de Thomae modificada:

0 ,sixej —&

T (x)=3a, ., six=L , (p,q)=1, ¢>0
{an} q q
1, si x=0

0 .7 ’ ., . . .
donde {an}n:1 es una sucesidon de numeros reales positivos y se estudian sus propiedades

referente a la continuidad, diferenciabilidad e integrabilidad. En particular, se resaltan las

funciones de Thomae modificadas T 1

Gl

YTL

bl
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3. Preliminares
En esta seccién se presentan algunos conceptos y resultados que son importantes
para el logro de los objetivos planteados (Bartle, 2011; Folland, 2007; Natanson, 2016)

Sea f:; — unafuncién. Denote

Cont(f)= {x €} : fes continua en x} , Disc(f)=; —Cont(f)

Dz'f(f):{xe i : fes diferenciable en x} , Ndif (f)=; —Dif (f)
Estos conjuntos tienen las siguientes propiedades:

i) Cont(f) es un conjunto G,, es decir, es una interseccion enumerable de

conjuntos abiertos de j

i) Disc(f) es un conjunto F_, es decir, es una unién enumerable de conjuntos

cerrados de j

iii) Dif (f) es una interseccién enumerable de conjuntos F .

e Teorema 1: Sea f:[a,b]—>j una funciéon mondtona, entonces Disc(f) es alo
sumo enumerable. Reciprocamente, si S es un subconjunto enumerable de [a,b],
entonces existe una funcién monétona f:[a,b] — | tal que S=Disc(f) .

o Teorema2:Sea f:[a,b]—| una funcion.

i) Si f es mondtona y f([a,b]) es un intervalo, entonces f es continua.

i) Si f esmondtona y satisface la propiedad del valor intermedio, entonces f es
continua.

iii) Si f escontinua e inyectiva, entonces f es estrictamente mondtona.

e Definicidon 1: Sea £ un subconjunto de ;| . £ tiene medida ceroy se denota por

m(E)=0, si para todo >0 existe una sucesion de intervalos {/,}" tal que

EcUI, y YI(I)<¢

n=l n=1
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donde 1(Z,) eslalongitud del intervalo I, .El valor D 1(1,) esllamado la longitud total

n=1

de los intervalos 1,,1,,....; sin el requerimiento que estos intervalos sean disjuntos dos a

dos.

Propiedades

Si E es finito, entonces m(E)=0.

Si E es enumerable, entonces m(E)=0 . En particular m(2)=0.
Si FcEy m(E)=0, entonces m(F)=0.

m(@ 1 I)=0, para todo intervalo [.

Si E:,}O}lE” y m(E,)=0 para todo ne¥, entonces m(E)=0.

Teorema 3: (Criterio de la integrabilidad de Lebesgue). Sea f:[a,b]—); una
funcion acotada. f es Riemann integrable en [a,b] si'y solo si, m(Disc(f))=0.
Teorema 4: Sea f:[a,b] — | una funcién derivable, entonces Cont( f') es denso
en [a,b].

Teorema 5: Sea f': [a,b] — | una funcién monétona, entonces m(Ndif (f))=0.

Los siguientes conceptos y resultados de la teoria de aproximacién racional de los nimeros

reales son de vital importancia para el desarrollo de este articulo (Varona, 2009).

Definicién 2: Un numero real a es algebraico (sobre & ), si existe un polinomio
p(x) €@ [x] no nulo tal que p(a)=0.

Teorema 6 (Hurwitz): Sea & un numero irracional. Entonces existen infinitos

numeros racionales L2 con (p,q)=1,4>0 tal que
q

11
<—2<—2
NCYEE

Teorema 7 (Roth): Sea & un numero irracional algebraico. Entonces, para todo

4 P

q

£>0, la desigualdad



71. Vision Antataura, Vol.7, No.2, Diciembre, 2023 — Mayo, 2024

a-Ll<
2+¢
q| 4
tiene solamente una cantidad finita de soluciones racionales E, 0 sea que
q
0{—2 2 :
2+¢
q| 4

para todo numero racional £, excepto para una cantidad finita.
q

e Teorema 8: Sea a un numero real. Entonces existen niUmeros transcendentes &

para los cuales la desigualdad

tiene infinitas soluciones racionales £.
q

4. La Funcion de Thomae

Un ejemplo de una funcién acotada que no es Riemann integrable en cualquier
intervalo fue presentado por Dirichlet. Esta funcién esta definida por:

0 j —&
D(x): , X €|
, xetd

y es discontinua en todo punto x € @ . Posteriormente, en el afio 1875, Thomae modificé

la funcién de Dirichlet de la siguiente manera:

T:i —i
0 ,xej—xm
1
T(x)=<— ,xen, xzﬂ ,(m,n)=1, n>0
n n
1 x=0
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sea x=Leu con (pq)=1y g>0 . Sea {x,}” una sucesion de nimeros

irracionales que converge a X; entonces T(xn):() para todo ne¥ vy la sucesidn
oo 1 T .

{T(xn)} | Noconverge a T(x)=— . Estoimplica que 7" no es continua en & .
"~ q

Sea ahora xe€j —@ y &£>0. Por la propiedad arquimedeana, existe un numero

1 , .
natural N, tal que F<g. Sea K un ndmero natural , 1<K <N, —1. Como nimeros

o

racionales consecutivos con denominador K difierenen — yelintervalo (x—l,x+1) tiene

una longitud 2 , hay a lo sumo 2K numeros racionales en (x—l,x+1) con denominador
K . Porlo tanto, hay alosumo 2-1+2-2+4...42(N, —1) nimeros racionales en el intervalo

(x—l,X+1) con denominador menor que N, .

Tome un numero & con 0<5<|x—7/, donde 7y es el ndmero racional con

denominador menor que N, en (x—l,x+1) mas cercano a x. Por consiguiente,

TO)-T| =T =<

o

paratodo ye(x—9J,x+0) . Estoimplica que f escontinuaen x.
De todo lo anterior se tiene que
Cont(T)y=; —@ y Disc(T)=x
Pero équé se puede decir de la diferenciabilidad de 7' ?.
Es claroque 7' no es diferenciable en todo nimero racional, o sea, & < Ndif (T) ,
ya que Disc(T)=v . Sea xej —& . Note que para todo nimero natural n existe un

nimero entero j, tal que

Ji_y
n

1
<=
n

] 1
Luego, por definicién de 7', se tiene que T(‘]—”j >—.
n n
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Note que
T(J"j—T(x) T(]”j 1
n = M s 5y
T/ I LS
n n n
para todo nimero natural n. Luego como limj—” =x, se tiene que
n—o n

limT(z)—T()c) 40

Z—oX Z—x

®© .z , . . .
Por otro lado, sea {Zn}m una sucesion de numeros irracionales talesque limz, =x.

n—0

Entonces,

T(z)-T
fim L) =T o0
n—»0 Zn p— x n—»0 Zn j— x

=0

Por consiguiente, 7''(x) no existe y, por ende | —& < Ndif (T)
De todo lo anterior se tiene que Ndif (T)=; ; o sea que T es no diferenciable en

todo punto x de | .

¢Qué se puede decir de la integrabilidad de f* en el intervalo [0,1] ?
Sea P={x,=1x,..,x,,x, =b} una particion del intervalo [0,1] y I =[x_.x],

para todo i €¥ . Como [, ﬂ(i —u )i@se tiene que
L(f,p)= zmi(‘xi —X,)= ZmiAxi
i=1 i=1

donde m, :inf[f(x):xell.]zO_

Sea &£>0. Luego, por la propiedad arquimedeana, existe un nimero natural N, tal

1 1
que - < % . Considere el subconjunto 4, = {x e[0,1]:T(x) > V} Note que si x € 4, ,

o o

entonces x=—€& con i,j€¥ ,i,j <N, . Por consiguiente, 4, es un conjunto finitoy
j o

|4, |[<N =N
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Sea P. una particién del intervalo [0,1] tal que

=max {Ax, = x, —x_, } <%

L,

Denote A= {i Ay O[x %] @} y B= {i Ay N [x,x%]= @}
Luego |A| <2N vy, si M, = sup{T(x):x el = [xi_l,xi]} ,entonces
0<U(T,P)=Y.M,(x,—x_,)

=D MAx, +> M A,

ieB ied

sngx[+z Ax,

ieB ied

& &
<23 A +Y =
2Z TEuN

i

Asi pues,

0<U(T.P)~L(T.R)=U(T.E)<>

Por lo tanto, la funcion 7 es integrable en [0,1], y

[[T()dc=lim U(7,P)=0

&0

Como la funcidn T’ es no negativa en el intervalo [0,1], se tiene que

f(x)= jo" T(t)dt =0

paratodo X € [0, 1]; sin embargo, la funcién f(x) no es una primitiva de la funcién

T(x) . Ademas, si a<b, entonces

jb T(x)dx =0
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e Observacion: Como Disc(T)=12 y m(2)=0, la integrabilidad de la funciéon 7' en

el intervalo [a,b] se pudo deducir del Teorema 3.

5. Potencias de Thomae

Para cada nimero real £ defina la funcién 7, :j — por

T,(x)=(T(x))'

0o , xXej —Q

_ _P _

={— LX€W, x==—, (p,q)=1, ¢>0
q q
1, x=0

Note que, si k<0, entonces T(Q)C{xegé /le} y T(; —Q):{O} . Por lo tanto,
Cont(T,)=¢ y Disc(T;) =1
Si k=0, entonces 7, =D. Ademas, si k>0, entonces
Cont(T,)=7 -~ y Disc(T,) =1
Por lo tanto, Ndif(Tk)=i , para todo £<0.

Suponga que 0<k<2.Sea x un numero irracional. Luego por el Teorema 6, toda

vecindad de x contiene un numero racional P tal que

Por lo tanto,

De donde
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ncw—n[pj 7 |x p‘
q > q _qZ—k Zl
q q

Ademas, toda vecindad de x contiene un nimero irracional 7, de donde

L&-T@|_ 0 _,
x—z | |-

Todo esto implica que

Tk '(X) — hmTk(x)_T;c(Z)

Z—oX x—Z
no existe. Asi, Ndif (T,)=| ;oseaque T, esno diferenciable en todo punto x de j

Suponga ahora que k>2.Sea X un numero irracional algebraico y considere el

cociente diferencial

LG+ -T(x) T (x+h)
- h ok

A

Tome un ¢>0 tal que 2+&<k.Sea h lo suficientemente pequefio tal que x+ A4
nunca es igual a uno de los finitos nimeros racionales excepcionales mencionados en el

Teorema 7. Luego:

Si x+hej —, entonces Z{(X+h)=0 y A=0.

six+h=Len ,con (p,q)=1, ¢ >0, entonces
q

|A|:Tk(x+h)|:‘ 1k|: 1
ho | lhg'] [p_x},k
q
RN U DPO
_qk P qk q _qk—Z—g
q

lo cual se puede hacer arbitrariamente pequefio, escogiendo ¢ lo suficientemente grande

(k—2—€ > 0). Como ¢ se hace grande cuando / se hace pequefio, se tiene que
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limA=0

h—0
Por consiguiente, 7, es diferenciableen x y 7, '(x)=0.
Como el conjunto de los nimeros irracionales algebraicos es denso en | , se tiene
que le(]}c) es un conjunto denso de | . Ademas, como & < Ndif(T,), Ndif (T,) es
también un conjunto denso de | .

Por otro lado, tome k=2+2& con £>0y XE(i e )ﬂ[O,l]. Entonces

Tk(x)—Tk[”j T(”j
q q

= s(p,9)=1, ¢>0
q q
1
ok
__4
x_P‘
q
Suponga que
1
X_E 2 2+
q) 4
entonces
p 1
7;‘ (X) - T;C (j 2+2¢
q)| _ L
P w1
q q
Denote
q-1 1 1 o
E, = U(ﬁ—ﬁ,£+ 2*”} v E=1 UE,
r=I\q 4q q9 4 t=lg=t
Como
o1
lim— =0
q~>ooq

T, esderivable entodo x€(0,1)-(2x UE) y T, '(x)=0.

Note que la medida de Lebesgue de E, es
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2 jzz(q—1)< 2

2+¢ 2+¢ l+¢
q

m(Eq):(q—l){

y Z% <oo. Por lo tanto, m(E)=0.
g=1 q
Como m(D UE) =0, se tiene que T, es diferenciable en todo punto del intervalo

[0,1], excepto en un conjunto de medidas cero. Finalmente, como 7, es una funcién

periddica, se tiene que 7, es diferenciable en | , excepto en un conjunto de medidas

cero.

6. Funcion de Thomae Modificada

Sea {a,}” una sucesién de nimeros reales positivos. La funcién de Thomae

modificada con respecto a la sucesion {an}::] se define por
0 ,sixej —n-
_ N —
T{a}(x)— a, , six== ,(p,q9)=1,4¢>0
’ q
1 , si x=0

. 1 ARC
Note que, si a, =n_k' entonces T{an} =T7,. Ademas, si {%}Fl

es una sucesion

convergente a cero, entonces

Con(T{an}):; -0y Disc(T{an})=Q.

Para ver que tan grande es el conjunto Ndif(T{a }) , Se probara un teorema para las

funciones que son cero en los nimeros irracionales y positiva en los nimeros racionales.
e Teorema9:Sea f:; — | una funcidn tal que
f(x)>0 para xe& y f(x)=0 para xe| —&

Entonces Ndif (f)I (i - ) es un conjunto denso no enumerable de j
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e Demostracion:
Sea {r,}” una enumeracion de & . Sea x, €a ytome /, =[x —f(x)x+ f(x)],

n

entonces
f('xi) 2 |x1 -X

Sea J, unintervalo cerrado con mas de un punto tal que

,paratodo xe/ .

Jycl,neld, y l(J1)<1.

Sea x, e J,1 & ytome I,=J,1 [x2 - f(x,),x, +f(x2)] .Entonces I, esun intervalo

cerrado con mds de un punto tal que

Lcl, I(L)<1, x,e,L1a, rnel, y f(x)2|x,—x]|, paratodo x € I,.
Continuando en forma recursiva, después de haber determinado el intervalo cerrado
con mdas de un punto /, y x,, se construye el intervalo cerrado con masde un punto /, ,

tal que

1

n+l

xn+1—x| paratodo xel , yr ¢l

i n+l

C[n, I(Inﬁ-l)<l ’ xn+1€1n+ll e ’ f‘(xnﬂ)Z
n

para i=1,2,...,n.

e .7 . . .
Como {In}n:1e5 una sucesion de intervalos cerrados encajado con liml1(/,)=0, se

n—0

0

tiene que existeun ae; talque I [/, ={a} . Ademas, como 7; ¢ 1 [, paratodo je¥,

n=1 n=1

setieneque aej -1 y limx, =a.

n—»©

Por otro lado, como a € I, para todo n € ¥, se tiene que

X, —Cl| _

SO)=f@|_ )

X,—da ‘_|xn—a|_

1

X, —a| -

Ademids, si xe | —& , entonces

f@-f@_ 0 _,

X—a X—a

Por consiguiente, f no es diferenciable en a.
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Denote por 4 el conjunto de los puntos @ que se obtienen de esta manera. Sea J

un intervalo abierto no vacioy tome x, e J1 @ ; ademas, tome el intervalo cerrado /, con

masde un punto talque [, cJ1 [xl —f(x),x, +f(x1)]. Dela construccién anterior se tiene
que I, cJ paratodo n. Luego,si I [, ={a} ,entonces acJ yJ1 A=D.
n=1

Esto implica que A es un conjunto denso.

. 0 .7
Suponga que A esun conjunto enumerabley sea {b } _, una enumeracion de 4. En

nyp

la construccion de la sucesion de intervalos cerrados encajados {In}n:1 incluya la restriccion

0

para i=1,2,...,n.Entonces si I 1, ={a},se tiene que a€£A={b1,b2,...} y / noes

n=1

b.el

n+l

diferenciable en ¢, lo que contradice la definicion del conjunto A . Por consiguiente, A es
un conjunto denso no enumerable y A Ndif (f)1 (; - )

Asi pues, Ndif (f)1 (j —©) es un conjunto denso no enumerable de i

Como una consecuencia del teorema anterior, se tiene el siguiente resultado

- 0 .7 ’ ., .
Corolario 1: Sea {an} una sucesion de numeros reales positivos que converge a

n=1
cero. Entonces Ndif(T{a })I (; —x ) es un conjunto denso no enumerable de j

Por otro lado, en el siguiente teorema se probard que existen funciones de Thomae

modificadas que son diferenciables en un conjunto enumerable.

L) .7 ’ . . .
e TeoremalO: Sea {an}n:1 una sucesion de numeros irracionales. Entonces existe una

funcién de Thomae modificada que es diferenciable en el conjunto {an n e¥} .

e Demostracion:

Para cada n ¥ defina la funcién g,:¥ = por

E_aﬂ
q

gn(q)=min{ :(p,q)zl}

y la funciéon g:¥ — | por

g(q)=min{g,(9):i=12,...,q}
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Note que g(¢q)<g,(¢q) paratodo i=12,..,4; limg,(q)=0, para todo ne¥ vy
g—o

{g(n)}w1 es una sucesion decreciente de numeros reales positivos convergente a cero.
0=

Considere la funcién de Thomae modificada f = T{ng} .

0 , Sixej —&
f@=T 0 =12@)° six=§ (.9)=1.g>0
1 , six=0

Entonces
Cont(f)=; -2 y Disc(f)=x1

Sea n, €¥ .Sean p,q numeros enteros tales que (p,q)=1y g =n,. Entonces

_ f(ﬂ (g(q))

r_, ‘P ‘p
q q

—da

,

—_ ana

S(g(q)) S(gno (Q))
g, (@ g,
<g, ()—5—0

Como
f@-f@) o
x-a, x—-a,
Paratodo x| —1& yla cantidad de numeros racionales P talesque I<g< N es
q

finita, para todo nimero natural N ;se tiene [ es diferenciableen a, y f'(a, )=0.

Asi pues,

{an:ne¥}cDif(f)=Dif(T{(g(n)z)})ci e
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7. Conclusiones
1. La funciéon de Thomae 7 es un ejemplo de una funcién con infinitas

discontinuidades, no diferenciable en todo punto x de | , perointegrable en todo

intervalo cerrado [a,b] de i

2. La funcion de Thomae modificada T{l} es continua en | —&, pero es no
diferenciable en todo punto x de | .
3. Lafuncién de Thomae modificada T{l} es continua en | —1 y es diferenciable un
n

3
n

todo numero irracional algebraico, por lo tanto, Dif T{]} es un conjunto denso

de | sin embargo, Ndif T{l} I (i —Q) es un conjunto denso no enumerable de

n3

i -

4. Por el Corolario 1, no existe una funcion de Thomae modificada T{a} tal que

Dif(T{a’}):i —a . De hecho, Ndif(T{a’})I (1 —Ci) es un conjunto denso no

nk

enumerable de | .Sinembargo,si £>2, T{ | } es diferenciable casi en todas partes,

osea, m Ndif(T{l}] =0 (Darst, 1996).

nk
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