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Resumen: El propésito principal de este articulo es probar que, bajo ciertas condiciones, si para algin nimero
h>0,
Af(x) y fx+h)—f(x)
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lo cual permitira establecer una version discreta de la regla de L’'Hopital; herramienta poderosa para probar
la convergencia de sucesiones de nimeros reales. También se utilizard esta versién de la regla de L'Hépital
para deducir el Teorema de Stolz-Cesaro. Finalmente, se presentara una serie de ejemplos para ilustrar la
utilidad de esta version de la regla de L’Hopital.
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Abstract: The main purpose of this paper is to prove that under some conditions, if for a real number h > 0,

m Af() _ tim f(x+h)—f(x)
x>0 Ag(x)  x-wg(x+h) —g(x)

= L (finite or infinite)

then

. fx)
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which will allow us to establish a discrete version of the L’'Hopital rule; a powerful tool to show the
convergence of sequence of real numbers. We will also use this version of the L’Hdpital rule to infer the Stolz-
Cesaro theorem. Finally, we will present a series of examples to illustrate the utility of this version of the
L'Hopital rule.
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1. Introduccion

La regla de L'Ho6pital o regla de L’Hopital-Bernoulli es una regla que usa derivadas para

o)

. . . . . 0,
ayudar a calcular limites de funciones que estdn en forma indeterminadas ;% =

[ee]

Esta regla recibe su nombre en honor al matematico francés del siglo XVII Guillaume
Frangois Antoine, marqués de L'Hopital (1661-1704), quien la dio a conocer en su obra
Analyse des infiniment petits pour I'intelligence des lignes courbes (1696), el primer libro de
texto escrito sobre calculo diferencial, aunque actualmente se sabe que la regla se debe a
Johann Bernoulli (1667-1748) (Dunhamm, 2005; Smorynski, 2017).

Guillaume Francois Antoine, mas conocido como el Marqués de L’Hopital, interesado
en el aquel tiempo novedoso calculo diferencial, contraté a Johann Bernoulli para que le
ensefara los secretos del nuevo cdlculo a cambio de una generosa cantidad econdmica.

Las clases continuaron por correspondencia cuando Johann tuvo que volver a Basilea,
bajo la promesa de no comentar con nadie los contenidos de las lecciones. Johann
aprovechd la ocasidn para recopilar las cartas con la idea de confeccionar un curso de
calculo diferencial. Pero, el estudiante se adelanté al profesor. Haciendo uso de las
lecciones de Johann, L'Hépital publicd en 1696 el primer libro de texto sobre calculo
diferencial “Analyse des infiniment petits pour I'intelligence des lignes courbes”. Es en este
libro donde aparece por primera vez la regla de L'Ho6pital. En la introduccion, L'Hopital
reconoce su deuda con Johann Bernoulli y Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) cuando él
escribe “Yo he hecho uso libre de sus descubrimientos, por lo tanto francamente les regreso
cualquiera cosa que quieran reclamar como propias (Boyer, 2011; Sdnchez y Valdés, 2001).

El irritable Johann, que en efecto reclamd la regla como suya no quedd satisfecho con
este gesto de L'Hopital y en una carta enviada a Leibniz afos después, se queja de que
L'Hopital habia comprado el talento de otros. Pero, como dijo el buen historiador Dirk Struik
“Deje que el buen marqués mantenga su regla elegante, él pagd por esta (Duham, 2005).
Para evitar perder gloria por segunda vez, Johann escribié un tratado extenso sobre célculo

integral que fue publicado bajo su nombre en 1742.
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Las primeras evidencias sobre la originalidad de las reclamaciones de Johann Bernoulli
aparecieron en 1922, cuando se encontré en la biblioteca de Basilea un ejemplar del curso
de calculo diferencial de Johann que este nunca llegd a publicar.

Si se compara el curso de Johann con el libro de L'Hopital, resulta evidente que la
esencia de ambos es la misma. Pero, la prueba definitiva fue la aparicién en 1955 de las
primeras correspondencias entre Johann Bernoulli y L'Hbpital. Aqui se descubrid la
sorprendente propuesta que el marqués de L’Hopital hizo a Johann Bernoulli en una carta
fechada el 17 de marzo de 1694. Aunque la respuesta de Johann no se conserva, se entiende
que acepto el trato. En las siguientes cartas, Johann escribe a L’Ho6pital respondiendo a sus
preguntas. Precisamente una de ellas contiene la regla de L'H6pital (Ash, Berele y Catouis,
2012).

Una versidn estandar de la regla de L’Hopital afirma que si f y g generan la forma

. . 0 , © e . .
indeterminada ;o0 en el infinito, y si g'(x) # 0 en una vecindad de oo, entonces

lim 222 = |, implica que lim 1@ _ L, donde L es un numero real extendido (Bartle,
x—00 g/(x) x—00 g(x)

2014; Morgan, 2005).

En este articulo se prueba una versién de la regla de L'Hbpital para el caso de
funciones discretas, la cual es una herramienta de gran utilidad para estudiar la
convergencia de sucesiones reales. Posteriormente, como un corolario, se deduce el
Teorema Stolz-Cesaro. Finalmente, se presenta una serie de ejemplos que ilustran la

utilidad de los resultados probados.

2. Version Discreta de la Regla de L’Hopital
En esta seccidon se presenta una version de la regla de L'H6pital para el caso de

funciones discretas. Se prueba que bajo ciertas condiciones, si para algin nimero real h>0,

. Af(x) _ lim fx+h)—f(x)
oo Ag(x) xowg(x+h) — g(x)

= [ (finito o infinito)

entonces

e
g
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lo cual servira como herramienta para el estudio de convergencia de sucesiones.

Teorema 1: Sean @, Y: [a,0) = R funcionesy h > 0. Supongamos que
i) lim @(x) =Ilim yY(x) =0
X—00 X—00

ii) Existe un xy > a tal que AY(x) = Y(x + h) — Y(x) no cambia de signo para x = x,

oo AB(x) L @(x+h) —B(x)
iii) lim =

lim S = lim Y EEA S = L (finito o infinito)

Entonces

O(x) _

R

L

Demostracidn: Debe suponerse, primeramente, que Ay (x) > 0 para todo x > x,.

Entonces se considera el caso |L| < o. Por (iii), para todo € > 0 existe un N > x, tal que

AP (x)
‘Azp(x) — L‘ <e
siempre que x = N. Luego,
e Olx+h)—0(x) €
ST e
Por lo tanto,
L e Ox+h+h)—0(x+h) O(x+2h)—0(x+h) <L+s

TS VG Rt -9t h) P+t 2h) -9+ h) 2

De igual manera,

e  @(x+3h)—0(x+ 2h) €
b <YG+3m —wGrzm <t T2
e O(x+kh) — 0(x + (k — DR) e

L

T S UGHkh) —pa+k—Dh) LT3
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para k = 1,2,3---. Como por hipdtesis AY(x) > 0 para todo x > x,, de la desigualdad

anterior se tiene que

Ox + kh) = 90x + (k = Dh) < (L + ;) [(x + kh) — W(x + (k — DR)]
Asi,

BCx +h) = 80) < (L +5) [Cx + h) = ()]

N]| M

O(x + 2h) — B(x + k) < (L + )[¢(x+ 2h) — Y(x + h)]

N]| ™M

BCx +3h) = BCx + 2h) < (L +5) [ (x + 3h) — P(x + 2h)]

N| ™M

OCx +1h) = 0Cc + (= DA) < (L + ) [0 +1h) = p(x + (a = Dh)]
Sumando miembro a miembro estas desigualdades se obtiene
OCx +nh) = 00 < (L +3) [Cx + nh) = p(0) 1)
De forma andloga se obtiene que
(L =35) [+ nh) = $(0] < B + 1) = O0) 2)
De (1) y (2) se tiene que

(L- ;) [p(x +nh) = ()] < OCx +nh) - 0() < (L + %) [Y(x +nh) — Y]

e O(x+nh)—0(x) £

L= <varmm -y “t12 ®)

paratodo n=1,2,3,:--. Como
lim @(x) = lim Y(x) =0
X—00 X—00

de (3) se deduce que
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£ ®( )
L-=—<—=<IL +
l/)( )
paratodo x = N. Asi pues
?(x)
lim =L
%o 1 (x)

Véase ahora el caso L = oo. Por (iii), paracada M > 0 existe un entero positivo N > x, tal
que

O(x + h) — 0(x)
Ylx+h) —P(x)

> M

siempre que x = N. Como A (x) > 0 para todo x > x,,
@(x+h)—0(x) > M[p(x + h) —P(x)]
es decir,
AD(x) > MAY(x) >0

paratodox = N > x,. Luego,

Ap(x) |
AP(x) >0 y l_)noqO ) =0

Usando el resultado del caso |L| < o, se obtiene que

lim P(x) _o*
X% Bx)
Por consiguiente,
B(x) 1
lim —= = lim —— = 0%
BP0 ame PO
?(x)
El caso L = —oo se deduce del caso L = oo tomando 0*(x) = —0(x).

Finalmente, el caso AY(x) < 0 se deduce de todo lo anterior, tomando —y(x) en lugar de

P(x).
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Corolario 1: Sean {a, },—1 Y {bn}n=, dos sucesiones de nimeros reales tales que
i) lim a, =lim b, =0
n—oo n-00
ii) Existen enteros positivos hy N, tales que Ab,, = b,,,, — b, no cambia de signo, para
todon = N,

a a —a
i) lim —= = lim —" ™ = (finito o infinito)
no Aby  n—eo by — by

Entonces

Demostracion: Bajo las hipdtesis del Corolario, existen funciones @, 1: [1,00) — R tales
que

1) o) =a, , Y = by

2) lim ?(x) =J}iggo¢(x) =0

3) AY(x) = Y(x + h) —P(x) no cambia de signo paran = N,

80 _ BN -0

Ve TR e v

Luego, por el Teorema 1,

de donde

Corolario 2: (Teorema de Stolz-Cesaro 1)

Sean {a,}n=1 Y {bn}n=1 dos sucesiones de nimeros reales tales que
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i) lim a, =lim b, =0
n—-oo n—->oo
ii) {bp}m=q1 €suna sucesion estrictamente decreciente

Aa a —a
i) lim — = lim —~—" = [ (finito o infinito)
n—o Ab, oo byyq — by

Entonces

Demostracion: Es una consecuencia inmediata del Corolario 1.
Teorema 2: Sean @, : [a, ) = R funciones acotadas en cada subintervalo finito de [a, o)
y h>0. Supdngase que

i) limy(x) =o0
X—>00
ii) Existe unx, > a tal que AY(x) = Y(x + h) — Y (x) no cambia de signo para x = x,

i) lim 2200y, Bt ) =000
x—0 APP(x)  x-o0 1/J(x +h) — Y(x)

= L (finito o infinito)

Entonces

im pe) =L
xe 1 (x)
Demostracion: Sin pérdida de generalidad se puede suponer que Ay (x) > 0 para todo
X 2 Xp.
Considérese, primeramente, el caso |L| < 0. Similarmente, al Teorema 1, para cada

€ > 0 existeun N > x tal que

@(x + nh) — @(x) £
Y(x +nh) —yY(x) -l < 2 )

paratodox >N y n=1273,--.
Por otro lado, note que para cada x = N existeun 7, € [N, N + h) yun enteroj = 0 tal
quex =1, + jh.

Por lo tanto,
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B(x) — B(1)

() —Y(r)

paratodo x = N. Ademas,

LI <z

CES TR Y )

‘_ B(r, + jh) — 0(ry) :

0(x) _ B(x) — B(r) + B(ry)
P(x) P (x)
P(x) — B(r) + B(13)
ll}(x) B l/)(rx)
P (x)
ll}(x) - l/)(rx)
Q)(X) —_ Q)(rx) + @(Tx)
_ P09 " ) — )
P (x)
P(x) — (1)
Por consiguiente
Q(x) — Q)(rx) + Q)(rx)
0(x) L= () —() P — () _1
P(x) P (x)
P(x) — ()
Ox) —0(r)  __ 8(r) [w(x) V() + ()
_ Y@ —-yv) ) - () (x) =)
P (x)
P(x) — (1)
_ [B(x) — D(13.) Q(rx) Llli(rx)l [t/)(x) w(rx)l
Yo —9(n) ¢(x) P(ry) P (x)
_ [B(x) — D(r3.) l [1 B l/J(rx)l N [®(Tx) — Ly ()
Yo —Y(n) P (x) P (x)
de donde
?(x) P(x) — B(13) P(ry) — Lp(13,)
W‘L| 70 —tp(rx)‘L‘ +‘ ey ©)
yaque 0 < —= W) g,

Y(x)
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Como @(x) y ¥(x) son acotadas en el intervalo [N,n + h) y lim y(x) = oo, existe un
X—00

N* > N tal que
D(ry) — LY (r, €
‘ ()~ ()| _¢ -
P(x) 2
para todo x = N*. Finalmente, de (5), (6) y (7) se tiene que
D(x) £ €
_ L < - —_ =
ne) ‘ 2"27¢
paratodo x = N*. Asi pues,
?(x)
lim =L
x=00 1) (x)

Considérese ahora el caso L = c. Sea M > 0, entonces existe un N > x, tal que

AP(x)  O(x +h) — B(x)

N® et 9@

paratodo x = N. Como Ay(x) > 0 para todo x = x,, se tiene que A@(x) > My (x) >0
paratodox = N.

Por otro lado, para todo nimero natural n y para todo x = N se tiene que

@(x + nh) — 0(x)
P(x +nh) —P(x)

Como x =1, + jh, paraalginr, € [N,N + h), j = 1, se tiene que

0(x) —0() _ B( +jh) — B(ry)

OO O

Luego,
B(x) > M[yp(x) — ()] + B(13)
Esto implica que

lim (x) > Mlim [1h(x) = ()] + 0(r) = o0

ya que la funcién y es acotadaen [N, N + h) y lim y(x) = oo.
X—00
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Como
AP (x 1
lim v = =0*
x—o0 AB(x) lim AQ(x)
X—00 Al/)(X)
Aplicando lo demostrado en el caso finito, se tiene que
y A@(x) 1
1m = = 0
xow PO | AP
X—00 A@(X)
Finamente, reemplazando @(x) por —@(x), se deduce el caso L = —oo.

Corolario 3: Sean {a,}n=1 Y {bp}n=1 dos sucesiones de niumeros reales tales que

i) lim b, =

X—00

ii) Existen enteros positivos h y N, tal que Ab,, = b,,.;, — b, no cambia de signo para
todon = N,

A a —a
i) lim —= = lim —" " — | (finito o infinito)
n—o Aby  x-e byyp — by

Entonces,

Demostracion: Bajo la hipdtesis del corolario, existen funciones @, 1: [1,0) — R acotadas

en cada subintervalo finito de [1, ) tal que

1) 0(x) = an, Y(x) = by
2) lim P(x) =

3) AY(x) = Y(x + h) —P(x) nocambia de signo para x = N,

4 tim 22y SR 20
xX— Al,b(x) x—>°°l,b(x + h) - lp(x)



50. Vision Antataura, Vol.3, No.1, Junio - Noviembre 2019

Luego, por el Teorema 2

o)
v -

lim
X—00

de donde

a
lim = =1L
n—w b,

Corolario 4: (Teorema de Stolz-Cesaro 2)
Sean {a,}n=q1 Y {bn}n=1 dos sucesiones de numeros reales tales que
i) lim b, =
X—00
ii) {bp}n=1 €suna sucesion estrictamente creciente

. Aan . Qpyq1 —0ap
iti) lim — = lim ————

n—-oo Abn n—oo bn+1 _ bn = L (flnlto (0] lnflnltO)

Entonces

Demostracion: Es una consecuencia inmediata del Corolario 3 (Kaczor y Nowak, 2000).
Corolario 5: Sea f: [a, ©) — R una funcidn acotada en cada subintervalo finito de [a, o)

a) Si J}i_)rgo[f(x + 1) — f(x)] =L (finito o infinito)

Entonces
lim @ =L
X—00 X
b) Siinf{f(x):x € [a,0)}=c>0 vy
. fx+1) o
lim —=1L finito o infinito
T ( )
Entonces

lim [f ()7 =L

X—00

Demostracion

a) Considérense las funciones @, 1: [a,) = R definidas por @(x) = f(x) y Y(x) = x
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y tdmese h = 1. Entonces, @ y Y estan acotadas en cada subintervalo finito de [a, ) y
i) limyY(x) =

X—00
i) AMp(x)=yYx+1)—yY(x)=1>0, paratodox > a
)
)

iii) lim E = llm [f(x +1)-f(x)] =L

x—00 AP (x

Luego, por el Teorema 2 se tiene que

CF) L e0) B
Jim = = Jim oS =L = Jim [ (e + 1) = ()]

b) Para este caso se consideran las funciones @, y:[a,0) = R definidas por

O(x) =In(f(x)) v Pp&x) =x

y témese h = 1. Entonces, @ y 1) estan acotadas en cada subintervalo finito de [a, ) y
i) lim yY(x) =

X—00
i) AMp(x) = Y(x+1)—yY(x)=1>0, paratodox > a

iit) lim L —)1 m[In( f(x + 1)) —In(f(x))] = hm In [f

+1)
x> A(x) ]

75 In(L)

Luego, por el Teorema 2, se tiene que

NG _ iy 20

Ty T aRye T
o sea
1
lim In[f (x)]x =In(L)
X—00
de donde,

Corolario 6: Sea {a, };,—; una sucesidon de nimeros reales

a) Si lim(ay; —ay) =L (finito o infinito)
X—00



52. Vision Antataura, Vol.3, No.1, Junio - Noviembre 2019

Entonces,
a
lim—=1
n-oo N
b) Sia,=>c>0paratodon=>1y
a
lim —= = (finito o infinito)
n—oo an

Entonces,

a
lim %/a, = lim nlop

n—oo n—oo aTL

Demostracion: Esto una consecuencia inmediata del Corolario 5.

3. Aplicaciones

Como una aplicacién de la version discreta de la regla de L’Hé6pital, en esta seccidn se
estudiard la convergencia de sucesiones de niumeros reales.

Ejemplo 1: Sean {x,};—; una sucesion de numeros reales tal que

lim x, =L (finito o infinito)
n—oo

Se prueba que

. X1+xZ+"’+xn
lim =
n—oo n

En efecto, se considera la sucesién a,, = x; + x, + - + x,,. Entonces,

lim(a,4+; —ay) = limx, ., =L
n—oo n—oo
Luego, por el Corolario 6, se tiene que

n-oo N

es decir,

Lo xyFxy e xy
lim =1L
n—oo n

Ejemplo 2: Sea {x,,};=; una sucesidn de nimeros reales positivos tal que

lim x, =L (finito o infinito)
n—00
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Se prueba que
lim Y/xyx, - x, =L
n—->0o
En efecto, considérese la sucesidon
Ap = X1Xp " Xp
Entonces

An+1

lim

= limx,,; =L
n—->oo an n—->0oo

Luego, por el Corolario 6, se tiene que

es decir,

lim 3/x; ~xy - xp, =L

n-—-oo

Ejemplo 3: Sean {x,}y=1 YV {In}neq1 dos sucesidon de nimeros reales tales que

a) y, >0, paratodon=>1

b) lim (yy 4y, + -+ y,) = o0

X
¢) lim—=1L (finito o infinito)
n—oo yn

Se prueba que

X1+xZ+"’+xn_

im
nowy; +y; + Y,

En efecto, considérense las sucesiones
QG=xi+x oty Y by =Yty ety
Entonces
i) 711i_r>£10b” = Tlli_{go(h +y2t ot ) =0
ii) Parah =1,setieneque Ab, = b, 1 — b, = Yn41 > 0, paratodon = 1.

. an . Opny1 — An . Xn+1
iii) lim — = lim ———— = lim =1L
noo Aby  mowbpyy — by noo
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Luego, por el Corolario 3, se tiene que

ay, . Ag,
J‘EE‘OE_AEE’OAbn_L

es decir,
) x1+x2+"'+xn
im
nowy; + Yy, et Yy

Ejemplo 4: Sean {x,};—1 Y {¥n}meq dos sucesiones de nimeros reales tales que

a) y, >0, paratodon>1
b) lim (yy +y, + -+ y,) = o0

c¢) limx, =L (finito o infinito)

n—-oo

Se prueba que

im X1Y1+ XY+t XnYn
now Yyt y,+et oy,

En efecto, considérense las sucesiones

Apn =X1Y1 + XY+ + XYy Y bp=y1+y,++y,

Entonces
i) limb,=lim(y;+y,+-+y,) =
n—oo n—-oo
i) Parah =1, setieneque Ab, = b,y1 — b, = yp41 > 0 paratodon >1

. . Opy1 — Ay . Xn+1Yn+1 .
iiti) lim — = lim ————— = lim ———— = lim x,,;,; = L
n-o Abn n-o bn+1 - bn n=  Yni n-co

Luego, por el Corolario 3, se tiene que
a Aa
lim — = lim — =1L

es decir,

XYt XY + et X
now Yty et
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Ejemplo 5: Estudiese la convergencia de la sucesion {x, },~; donde

1
X 1+—+ +—=
" \r[ Vn
En efecto, tdmese
1 1
an=1+ﬁ+---+ﬁ y bnz\/ﬁ

Entonces,

i) {bn}m=1 esunasucesidn estrictamente creciente y Tlli_lzgobn = 00

i) lim AL = lim Gn+1 = n
n—o Aby  noe bpyg — by
1
— lim vn+1
n-e\n+1—+n
o YRET 4R
= lim ————
noe yn+1
1+1+1
: n
= lim
n—-oo 1
1+
=2

Luego, por el Corolario 4, se tiene que

a Aa
lim —2 = lim —=

=2

es decir,
£$V:P+——+ + ]—2

Ejemplo 6: Sea {x, };—, una sucesion de nimeros reales tal que x,, = 1, paratodon > 1.
Supodngase que existe un numero real positivo p tal que

lim nPx,, =L (finito o infinito)

n—-oo

1
Se prueba que lim nP[x;x, -+ x,]n = LeP.
n—>oo
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En efecto, considérese la sucesion
— n
a, = [x1x2 xn]np
Entonces, a,, = 1 paratodon=>1y
n+1
An+1 [15 -+ XpXp4q](n + 1)POHD

lim = lim
n-o Ay n—o [x1x2 xn]npn

(3]

= lim [t 1 (n + 1)7]

= LeP

Luego, por el Corolario 6-b, se tiene que lim %/a,, = LeP. Es decir,

n—oo

1
lim nP[xyx,%x3 -+ x,|n = LeP

n—-oo
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