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Resumen: Los métodos para resolver ecuaciones cubicas y cuadratica, desarrollados por los algebristas
italianos del siglo XVI son simplemente una extensién del método usado por los antiguos babilonios para
resolver las ecuaciones cuadraticas. En este articulo se presenta la evolucion del problema de la solubilidad
de la ecuaciéon de quinto grado; haciendo notar que Paolo Ruffini fue el primer matematico en establecer que
la ecuacién general de quinto grado no es soluble por radicales, para lo cual presento cinco demostraciones.
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Abstract: The methods for solving cubic and quadratic equations, developed by sixteenth-century lItalian
algebraists, are simply an extension of the method used by the ancient babylonians to solve quadratic
equations. This paper presents the evolution of the problem about the solubilite of the quintic equation;
pointing out that Paolo Ruffini was the first mathematician to establish that the general quintic equation is
not soluble by radicals, for which he presented five proofs.
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1. Introduccion
Desde un principio el uso de la palabra algebra ha sido asociado con la resolucién de
ecuaciones, generalmente usando las operaciones de adicidn, sustraccion, multiplicacién,

division y extraccion de raices; lo cual es conocido como resolucion por radicales.

Fecha de recepcion: 19 de febrero de 2019 Fecha de aceptacion: 23 de mayo de 2019


mailto:rryanina@yahoo.es

58. Vision Antataura, Vol.3, No.1, Junio - Noviembre 2019

Uno de los resultados mas fascinantes en el algebra (y en general en toda la
matemadtica) es el teorema que dice que el polinomio general de grado mayor o igual a cinco
no es resoluble por radicales. Este resultado, descubierto a finales del siglo XVIII tuvo que
esperar casi 300 afios, después de la solucion de la ecuaciéon de cuarto grado, para su
demostraciéon (Ayoub, 1980), (Pierpony, 1896), (Van der Waerden, 2013). Su demostracion
sorprendié a los matematicos de la época, los cuales no la aceptaron con mucho agrado,
pues sus lineas de investigacion estaban dirigidas a encontrar una solucion de la misma (Katz
y Parshall, 2014), (Kleiner, 2007), (Pierpont, 1898). Este resultado es atribuido a N. H. Abel
y es generalmente identificado con la Teoria de Galois, pues es un corolario de la teoria
general de resolubilidad desarrollada por Galois (Rothman, 1982). Sin embargo, los trabajos
de Abel fueron en realidad antes que los de Galois (Katz y Parshall, 2014).

Las contribuciones valiosas del médico y matematico italiano Paolo Ruffini (1765 -
1822) al problema de la solubilidad de la ecuacidn general de quinto grado no son muy
conocidas ni bien entendidas. En realidad, las contribuciones de Ruffini han tenido un
reconocimiento limitado y fueron rapidamente opacadas por los trabajos de sus sucesores
Abel, Cauchy y Galois (Ayoub, 1980), (Rothman, 1982), (Sorensen, 1999). Practicamente el
Unico matematico que valoré el trabajo de Ruffini fue Cauchy, y esto es sorprendente, pues
Cauchy era el peor entre todos los matematicos en dar crédito a los trabajos de los demas
(Rothman, 1982).

En este trabajo se presentan las contribuciones de Ruffini al problema de solubilidad
de la ecuacién de quinto grado, haciendo notar que Ruffini fue el primero en establecer que
la ecuacidn general de quinto grado no es soluble por radicales, a pesar de que sus cinco

demostraciones tenian un vacio, pero eran correctas.

2. Paolo Ruffini

Ruffini nacio el 22 de septiembre de 1765 en el pequefio pueblo de Valentano, estado
Papal (ahora lItalia). Su padre, Basilio Ruffini, era un médico en Valentano. Su familia se
mudd a Reggio, cercano a la ciudad de Modena en la regiéon Emilia — Ramana del norte de

[talia.
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Cuando joven, Ruffini era de temperamento mistico y parecia destinado a ser
sacerdote, pero en su lugar escogid estudiar medicina y matematica. Ruffini ingreso a la
Universidad de Modena en 1783 donde estudiéo matematica, medicina, filosofia y literatura.
Entre sus profesores de matematica en la Universidad de Modena figuraron Luigi Fantini
que le ensefié geometria y Paolo Cassiani que le ensefié calculo. En 1787 Paolo Cassiani fue
nombrado cénsul y el curso de Fundamentos del Andlisis dictado por él en la Universidad
de Modena fue asignado a Ruffini en 1787-1788, aunque todavia no se habia graduado para
ese entonces. Ruffini se graduo el 9 de junio de 1788 con titulos en filosofia y medicinay un
poco después obtuvo el titulo de matematica.

Ruffini realizé un excelente trabajo en el curso de Fundamentos del Andlisis dejado
por Cassiani, ya que el 15 de octubre de 1788 fue nombrado como profesor de
Fundamentos del Andlisis en la Universidad de Modena. Luigi Fantini, quien le ensefid
geometria a Ruffini cuando era estudiante, tuvo problema con la vista y tuvo que dejar su
posicion en la Universidad de Modena en 1791. Ruffini, fue seleccionado para la posicién
de profesor de Elementos de Matematica en 1791. Pero Ruffini no solo era matematico, fue
entrenado como médico y también en 1791 obtuvo la idoneidad para practicar la medicina
en el colegio de medicina de Modena. Posteriormente, Ruffini fue electo como
representante del distrito de Parma y vivié en Milan por varios afos.

Estos eran tiempos de levantamientos politicos, la influencia de la revolucion francesa
se sentia fuertemente y aunque Ruffini no abrigaba las nuevas ideas importadas, no fue
doctrinado en su adherencia a la ideologia tradicional. Por otro lado, por oponerse a un
juramento civil fue privado de su posicion en la Universidad de Modena y no fue restituido
hasta 1799. En ese periodo Ruffini practicé la medicina y realizd sus investigaciones en
matematica, publicando su primer trabajo sobre la teoria de ecuaciones, en el cual prueba
el teorema sobre la imposibilidad de la solubilidad de la ecuacién de quinto grado. Después
de dejar la Universidad de Modena, Ruffini paso siete afos ensefiando matematica aplicada
en la Escuela Militar de Modena. Continud practicando la medicina y atendia pacientes
desde los mas pobres hasta los mas ricos en la sociedad. Después de la caida de Napoledn

se convirtio en rector de la Universidad de Modena en 1814. La situacion politica era todavia
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extremadamente compleja y a pesar de sus habilidades personales, el gran respeto que
mantenia y su reputacion de honestidad, sus tiempos de rector fueron muy dificiles.

Ruffini fue electo en la recién fundada Academia de Ciencia, llamada “La Sociedad de
los Cuarenta” y fue un miembro muy activo.

En 1817-1818, habia una epidemia de fiebre tifoidea. Ruffini descuidadamente
atendia los enfermos y presos, contrajo la fiebre en 1818 y casi pierde la vida. En base a su
experiencia escribié sobre el contagio de la tifoidea. Ruffini también se interesé en la
religion y la filosofia y escribid sobre la definicidn de la vida, asi como un discurso refutando
la teoria Mecanicista de Laplace sobre los fenémenos morales.

A pesar de que Ruffini tuvo una recuperacién parcial, nunca se recuperd del todo y en
1819 renuncié de su catedra de medicina clinica, pero nunca renuncié de su trabajo
cientifico.

Admirado por sus colegas y amado por sus pacientes, Ruffini muere a la edad de 57

afos, el 10 de mayo de 1822 en la ciudad de Modena.

3. La nocidén de solubilidad por radicales

Una etapa fundamentalmente importante en la historia del algebra se puede situar
hacia la segunda mitad del siglo XVIIl y estd conectada con la teoria de ecuaciones
algebraicas. Uno de los problemas centrales de este tiempo era el de encontrar las

soluciones de la ecuacién general de grado n,
X"+a X ,+...+axX+a,=0

por medio de radicales; esto es a través de hacer operaciones aritméticas (suma, resta,
multiplicacidn, division y extraccidn de raices) con los coeficientes de la ecuacion; es decir,
encontrar una formula para las raices del polinomio en términos de los coeficientes del
polinomio, de tal manera que en la féormula sdlo aparezcan las operaciones de suma, resta,
multiplicacidn, division y extraccidn de raices.

La solucion de la ecuacién cuadratica por radicales ha sido conocida desde los tiempos
de los babilonios. Al primer matematico que se le atribuye la solucidn de la ecuacidn cubica

es Scipione del Ferro (Gray, 2018), (Katz y Parshall, 2014), (Kleiner, 2007). En esos tiempos
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los matematicos parecian estar menos enfocados en cuanto se debiera saber, sino mas bien
en cuanto se debiera saber en comparacion con sus adversarios. Debido a este ambiente
fue que del Ferro decidid mantener su solucién en secreto.

A finales de su vida del Ferro decidid revelar su secreto a sus estudiantes Antonio
Maria Fiore y Annibale della Nave. Al mismo tiempo Niccolo Fontane (Tartaglia) estaba
trabajando en el mismo problema. Algunos han comentado que posiblemente Tartaglia
plagid el total o parte de la solucion de del Ferro. Aunque esto pueda ser cierto o falso, lo
gue si es cierto es que Tartaglia derroté a del Ferro en un duelo matematico. Por lo tanto,
Tartaglia tuvo que haber tenido una solucién mas general que la del Ferro.

Conociendo que Tartaglia tenia una solucidén de la ecuacidn cubica, Cardano lo
persuade para que le revelara la solucién con la condicidn de que no lo publicaria. Cardano
mantuvo su palabra, pero descubrid que del Ferro también tenia una solucidn; por lo tanto,
decidid que la solucion debia publicarse, a pesar de su compromiso con Tartaglia.

Cardano no deseaba publicar la solucidn de Tartaglia, sino una solucién de la ecuacién
clbica. Cardano y Ferrari tuvieron acceso a las notas de del Ferro por medio de della Nave
y confirmaron que en efecto del Ferro tenia la misma solucién que ellos tenian. Cardano
presentd la solucidén de la ecuacidn cubica (junto con la solucién de la ecuacién cudrtica)
con todos sus detalles en su libro Ars Magna, dandoles créditos tanto a del Ferro como a
Tartaglia. Tartaglia se molesté cuando supo de esta publicacion y le contd a todos sobre el
asunto. Lodovico Ferrari, un sirviente y estudiante de Cardano desafié a Tartaglia a un duelo
matematico. El duelo fue ganado por Ferrari, ya que él no sélo conocia la solucidn de la
ecuacién cubica, sino que sabia aplicarla a la ecuacién cuartica por lo que tenia mas
conocimiento del asunto.

Los métodos para resolver ecuaciones cubicas y cuarticas de los algebristas italianos
del siglo XVI es simplemente una extensiéon del método usado por los antiguos babildnicos
para resolver la ecuacién cuadratica. En notacién moderna estas soluciones son
practicamente directas. La solucidn de la ecuacidén cubica se basa en la completacién del
cubo, pero sorprendentemente, la ecuacion cuartica es resuelta de una manera bastante

similar a la cuadratica por lo tanto no es necesario la completacion de un cuadrado —
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cuadrado. Este procedimiento permite reducir la ecuacién dada a otra ecuacién de grado
menor, la cual puede ser resuelta por métodos previos.

Los métodos desarrollados por los italianos en el siglo XVI fueron generalizados por
varios matematicos en los siglos subsiguientes; entre ellos se puede mencionar a Vieta,
Descartes, Euler y Bézout. Debido al éxito que estos lograron en el andlisis algebraico de las
ecuaciones cubicas y cuartica, muchos de los grandes matematicos del siglo XVII y XVIII
trataron con ahinco de encontrar un método para resolver por radicales la ecuacién general
de quinto grado; algunos de ellos fueron Newton, Leibniz, Tichirnhausen, D’Alembert y
Euler (Katz y Parshall, 2014). Se tenia la idea de que dicho método, debia existir y en todo
caso si no se habia encontrado era debido a que no se era lo suficientemente ingenioso y/o
habil. Asi el problema de la cubica y la cuartica resulté ser bastante elusivo y no hubo
avances significativos sino hasta 1770 con los trabajos de Vandermonde y Lagrange (Gray,
2018).

Euler encontrd la forma de las raices de una ecuacion de quinto grado en el caso

cuando la ecuacidn es soluble por radicales y presentd muchos ejemplos como el siguiente:

a :;/75(5+4J1_o) +§/75(5—4J1_0) +§/225(35+11\/1_0) +3/225(35-11410)

es raiz de la ecuacion x° —2625x — 61500 = 0.

Sin embargo, Euler no fue capaz de visualizar el problema ni de encontrar condiciones
para la solubilidad en dichos casos.

En 1770, Alexander - Théophile Vandermonde (1735 — 1796) presentd a la Academia
de Ciencia de Paris un trabajo titulado Mémoire sur la resolution des equatione, en el cual
enunciaba que toda ecuacién de la forma

xP-1=0

donde P es un numero primo, es soluble por radicales.

Basta probar el resultado para los exponentes primos pues si X" —1=0, donde

M =npP con P primo, entonces se tiene que
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y haciendo y = X" se obtiene que
yP—-1=0
para la incognita v, la cual se podria resolver por radicales en caso de que la afirmacién de

Vandermonde fuera correcta. Sin embargo, Vandermonde prueba el resultado solo para

p <11, lo cual no permite resolver el caso general.

Vandermonde razona que si X, Y, Z denotan las raices de la ecuacién cubica general

x® +ax® +bx+c =0, entonces podemos expresarlas en la forma:

X = %[(XJF y+z)+(x+ay+a22)+(x+a2y+az)}

_ %{(x+y+ z)+§/(x+ozy+oﬂz)3 +§/(x+a2y+az)3}

donde a es una raiz cubica primitiva de la unidad. Expresiones similares se obtienen para

y, Z.

Por las propiedades de los polinomios simétricos en las raices de una ecuacion polinomial
(Viéte) se tiene que

X+y+z=a.

Vandermonde advierte que si
3

u=(x+ay+a’y) v=(x+a2y+az)3

entonces U+V y UV son polinomios simétricos en X, Y, Z,y por lo tanto son conocidos

ya que cualquier polinomio simétrico en las raices se puede expresar en base a los
polinomios simétricos elementales y estos a su vez estan estrechamente ligados a los

coeficientes de la ecuacion cubica (ecuaciones de Viéte).
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Una vez conocidas las cantidades U+V,UV, es posible obtener los valores de U, V
con lo cual queda determinada la raiz X. Procedimientos andlogos para Yy y para Z dara
las tres raices de la ecuacidn cubica, probando asi que es posible resolverla por radicales.

Vandermonde presenta también un método similar para encontrar las raices de la
ecuacién cuartica e incluso, analiza algunos casos de ecuaciones particulares de grado
superior. Lamentablemente, su trabajo no fue publicado hasta 1774 y sus razonamientos
serian opacados por el gran tratado de Lagrange sobre la teoria de las ecuaciones (Pierpont,
1896).

En 1771 se publica la memoria de Lagrange, Refléxions sur la résolution algébrique
des equations, por la Academia Prusiana de Ciencias. En este tratado se analiza desde
diferentes puntos de vista, varios de los métodos conocidos en ese tiempo para resolver
por radicales las ecuaciones algebraicas de tercero y cuarto grado. En base a este andlisis,
Lagrange presenta un método que resume los anteriores y logra encontrar las
caracteristicas subyacentes en cada uno de los otros métodos: el hecho de que funcione se
debe a que es posible reducir cualquier ecuacién cubica o cuartica a una ecuacién auxiliar
cuyo grado es menor, en uno, que el de las ecuaciones originales; estas, por lo tanto,

admiten una solucién por medio de radicales.

Parailustrar el método de Lagrange, se supone que X, y, z son las raices de la ecuacion
clbica general
3 2
X°+ax+bx+c=0
(las cuales se desean determinar). Considérese ahora la cantidad { dada por:

t=X+ QY+ A°Z v (1)

donde a es una raiz cubica primitiva de la unidad. (Las tres raices cubicas de la unidad

1+J§ 1 43,

son 1,_E _i,___7| ). Si se permutan las raices en (1), entonces se obtienen seis

valores posibles para t.
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Sean 1, t,, t;, t,, t;, t; los distintos valores que se obtienen de (1) al permutar
las raices de la ecuacion cubica. Estos seis valores satisfacen la ecuacion
f(X)=(x=t,)(Xx—t,)(X=t;)(X=t,) (X —t; ) (X =t5) = 0 (2)
y es posible notar que los coeficientes de esta ecuacidn son polinomios simétricos en las
t.; por la manera en que se definieron los t, , también son simétricosen X, Y, Z; luego,

se pueden conocer en términos de los coeficientes de la ecuacién cubica que se intenta

resolver. La ecuacion (2) es la ecuacién auxiliar de la que se hablé arriba y hoy en dia es

llamada la resolvente de Lagrange para el caso de la ecuacién cubica.

La ecuacion (2) es una ecuacion de sexto grado, considerablemente mayor que el

de la cubica que se quiere resolver. Sin embargo, en este caso las cantidades t; satisfacen

las relaciones
2 2
tL=at, tL=a't, L=at, y t,=a"t,
Esto se cumple para cierto orden de las permutaciones de las raices en (1) . Si se permutan

las raices en otro orden, se obtienen relaciones similares a las anteriores. De esta manera,

(2) es una ecuacién cuadrética en x° pues
2
FO) = (X -8)(x*=t7) = (x°) = (7 +])x° + ¢,
Si se toma u :tf y Vv :tf, entonces los coeficientes de la ecuacidn son precisamente

U+V Y UV, los cuales es posible expresarlos en términos de los coeficientes de la

cubica original y se obtiene a través de ellos la solucidén como se comentd arriba. De esta
manera, es posible obtener los seis valores para t; por consiguiente, las soluciones de la

cubica estan dadas por:
x:%[(x+ Y+ z)+t1+t4],
y :%[(x+ y+2)+a’t, +at4],

z:%[(x+y+z)+at1+a2t4],
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por lo que solo se necesita identificarbienat, y t, de entre las seis posibles soluciones
de la ecuacion resolvente (2) Recuérdese que la expresién X+ Y+ Z es un polinomio

simétrico elemental de estas tres raices y, por lo tanto, se conoce su valor pues es el
coeficiente del término cuadratico en la ecuacion cubica, es decir
X+y+z=a
En este caso, Lagrange va mas alld y da una manera explicita para calcular esos

valores.

En el caso de la ecuacién general de cuarto grado
x*+ax® +bx? +cx+d =0,
se denotan X, Y, Z, W como sus raices, entonces al definir la cantidad t como

t=x+ay+a’z+a’w

donde a es una raiz cuarta primitiva de la unidad, la resolvente es una ecuacién de grado
41=24, las posibles permutaciones de estas cuatro raices. Sin embargo, en este caso se
simplifica mucho el procedimiento pues las raices cuartas de la unidad son 1, i, —1, —i,
y tanto Vandermonde como Lagrange usaron este hecho para obtener las raices de la
bicuadratica; en este proceso es necesario resolver una cubica como ecuacién auxiliar. De
hecho, Lagrange probé que las veinticuatro permutaciones de las raices sélo producen seis
valores distintos para t, los cuales son

+(X—y+z-w),

+H(X+y—z-w),

+(Xx—y—z+w),
y cada uno de ellos ocurre cuatro veces. Si se denota por tt,, +t,, £t;,respectivamente,

entonces la ecuacidn resolvente es

f(x)::(x——g)4(x-+q)4(x——y)4(x—+5)4(x——g)4(x-+g)4

=g(x)*
-0,

donde
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909 =(x* ~t/)(x* ~)(x -1),
es un polinomio ctbico en x*; ademas t7, t7 y tZ son las raices de una ecuacion cubica

conocida, pues los coeficientes de g(x) son simétricos en t?, t7 y t7; luego, también

son simétricos en X, Y, Z, W. Dado que se puede resolver dicha ecuacidn cubica, es

posible encontrar los valores para t’, t? y t ypor consiguiente, losde *t, *£1,, *t;,

ya que solo basta extraer raices cuadradas. De esta manera, las soluciones de la ecuacion

cuartica vienen dadas por

1
X:Z[()H y+Z+W)+t +t, +t, ]

1

y:z[(x+ y+Z+W) -t +t,—t, |
1

Z=Z[(x+ y+Z+W)+t —t,—t, ]

1
sz[(x+ y+Z+W) -t —t, +t, ]

Es necesario observar que solo se necesitan escoger los signos adecuados a
t, t, Y 1, locual, en el peor de los casos se puede hacer por ensayo y error. También
es necesario sefialar que X+ Y+ Z + W es un polinomio simétrico elemental de estas raices
y es, por lo tanto, igual al coeficiente del término cubico en la ecuacion cuartica original; es
decir

X+y+z+w=a.
Lagrange aplico el mismo método a la ecuacidn general de quinto grado
x*ax* +bx® +cx® +dx+e =0.
Al considerar
t=X+ay+a’z+a’w+a'y,

donde se supone a priorique X, Y, Z, W, V sonlascinco raices de la ecuacién original y
o es una raiz quinta primitiva de la unidad, Lagrange observé que las posibles

permutaciones de estas raices nos dan 5!=120 valores para t por lo que la ecuacién
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resolvente f(X):O es de grado 120. Sin embargo, Lagrange pudo probar que esta se

puede reducir a un polinomio de grado 24 en X° ,pero no pudo obtener nada concluyente.

Ademas, los “trucos” que se podian realizar en los casos anteriores no se pueden aplicar
aqui, pues todas las raices quintas de la unidad son primitivas, excepto la trivial a =1; asi,
no es posible hacer las reducciones de la resolvente como en el caso de la cubica y la
bicuadratica.

El trabajo de Lagrange sobre la resolucion algebraica de ecuaciones es una parte
fundamental en el desarrollo del algebra moderna, no solo por las respuestas que obtuvo,
sino por la gran influencia que ejercid en la comunidad matematica de finales del siglo XVIII
y el siglo XIX. Antes de Lagrange nadie habia contemplado la posibilidad de la no existencia
de métodos generales para resolver por radicales las ecuaciones de grado superior al
cuarto.

Mas aln, es posible citar ejemplos de matematicos que creyeron haber resuelto la
ecuacién de quinto grado. Tal es el caso del gran algebrista de siglo XVII, Tschirnhausen
(1661-1708), quien desarrollé un método que se basaba en transformar la ecuacién dada
a una mas simple, proceso en el cual era necesario resolver una ecuacion auxiliar. Este
método funcionaba muy bien para ecuaciones de segundo, tercero y cuarto grado; sin
embargo, después se probd que, al aplicarlo a la ecuacién general de quinto grado, la
ecuacidén auxiliar que previamente se debia resolver resultaba ser de sexto grado.

Tschirnhausen comienza considerando un polinomio monico de grado tres f (x) sobre

el cuerpo de los racionales Q y trata de encontrar sus raices. Luego extiende Q
agregandole una raiz cubica primitiva de la unidad y llama a esta cuerpo P . Luego lo que
resta encontrar es un cuerpo L que contiene el cuerpo de ruptura F del polinomio dado.
A partir de aqui Tschirnhausen considera una extension arbitraria K de P y K(g) donde
¢ esunaraizde f(x).De aqui, él prueba que la dimension de K sobre P es dos, lo cual
determinara el grado de la resolvente. En general la resolvente de un polinomio general de

grado n tiene grado (n—1)!.
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Fue necesario esperar hasta el siglo XIX para que el problema quedara
completamente resuelto, aunque no en el sentido que la mayoria de los matematicos

hubiera deseado.

4. Ruffini y la ecuacién de quinto grado

El primer intento serio por demostrar que era imposible resolver la ecuacion general
de grado n por medio de radicales, para n>5 , fue hecho por Paolo Ruffini (Pierpont,
1896). Ciertamente ningin matematico habia publicado tal afirmacién y alin Lagrange en
su articulo famoso de 1771, Reflexions sur la resolution algebrique des equations, dice que
él regresara a la pregunta de la ecuacidn de quinto grado, claramente él tenia la esperanza
de resolver esta ecuacién por medio de radicales. En 1799 Ruffini publica su libro titulado
Teoria Generale delle Equazion, donde afirma que la ecuacién de quinto grado no puede
ser resuelta por radicales. En el mismo afio, Gauss, en su disertacion doctoral indica que él
habia considerado esta posibilidad, pero no publicé su intento.

Ayoub (1980), citando a Ruffini, sefiala que éste inicia la introduccidn de su libro como
sigue:

La solucion algebraica de ecuaciones generales de grado mayor que cuatro es siempre

imposible. Observar un teorema muy importante el cual creo que soy capaz de afirmar

(si no me equivoco) y presentar la demostracién de esto es la principal razén de

publicar este volumen. El inmortal Lagrange, con su sublime Reflexions, ha proveido

la base de mi demostracion. (p. 263)

Ruffini usé la teoria de grupo en su trabajo, pero tuvo que inventarla. Lagrange habia
usado las permutaciones y uno puede argumentar que los grupos aparecen en los trabajos
de Lagrange, pero como Lagrange nunca compuso permutaciones esta idea es muy vaga en
sus articulos.

Ruffinii es el primero en introducir la nocién de orden de un elemento, conjugado, la
descomposicion ciclica de elementos del grupo de permutaciones y la nocién de primitivo
e imprimitivo. Ruffini probd algunos teoremas fundamentales (con la notacién moderna

que se indica a continuacion).
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e El orden de una permutacion es el minimo comun multiplo de las longitudes en la
descomposicidn de ciclos disjuntos.

e Unelementode S, de orden 5 es un 5-ciclo.
e Si G esunsubgrupode S; cuyoorden es divisible por 5, entonces G tiene un elemento

de orden 5.
e 5. notiene subgrupos de indice 3, 4, 6 8.

La demostracion presentada por Ruffini es completa excepto por un pequefio, pero
significante vacio. Este vacio era tan evasivo que aun Cauchy, uno de los pocos matematicos
que respondieron favorablemente a Ruffini; no notd esto.

El problema fue que Ruffini asumié que todas las funciones algebraicas pueden ser
expresadas en términos de funciones racionales de las raices de una ecuacion. En
terminologia moderna si L es contenido en una torre radical sobre K, entonces L/ K es
también una torre radical. Este resultado fue probado en el primero de los dos pasos de la
demostracién de Abel (Pierpont, 1898). No es claro si Ruffini sabia que esto era necesario
para su demostracidn, pero parece que no, ya que ninguna de sus cinco demostraciones
contiene una discusién precisa sobre este resultado. Lo que tampoco es claro es que si alglin
matematico de esa época notaria este vacio para no aceptar la demostracion de Ruffini.
Esto indica que la comunidad matematica simplemente no estaba preparada para aceptar
este hecho. Hubo muchos matematicos que respondieron con preocupacion, pero la
mayoria de ellos se basan en la falta de entendimiento de los argumentos de Ruffini, pero
nunca mostraron que existia un vacio en la demostracion. Otra razén porque su
demostracion fue muy poco aceptada es que ella era muy larga y dificil de entender; esto
es debido a sus antecedentes como médico y matematico.

Ayoub (1980), citando a Ruffini, destaca que en 1801 Ruffini le envia una copia de su
libro a Lagrange; pero al no recibir respuesta éste le escribe nuevamente diciendo:

Debido a la incertidumbre de que no haya recibido mi libro, le envio otra copia. Si

tengo errores en alguna demostracion o si he dicho algo que pensaba que era nuevo

y el cual realmente no es nuevo, finalmente si he escrito un libro insignificante, le

ruego que me lo indique sinceramente. (p.269)
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Pero Lagrange no respondid. Nuevamente en 1802 Ruffini le escribe a Lagrange

diciéndole:

Nadie tiene mas derecho que usted en recibir el libro el cual me tomé la libertad de

enviarle. Al escribir este libro tenia en mente principalmente presentar una

demostracion de la imposibilidad de resolver una ecuacién de grado mayor que

cuatro. (p.269)

En 1803 Ruffini publicé un articulo denominado “Sobre la Solubilidad de Ecuaciones
de Grado Mayor que Cuatro”. Ayoub (1980), seiala que Ruffini escribid: “En la presente
memoria trataré de probar la misma proposicién (la insolubilidad de la ecuacién de quinto
grado) con menos razonamiento oscuros, y con completo rigor” (p. 269). A esta
demostracién Gian Francisco Malfatti presentd cierta objecidn, indicando que él no
entendia la demostracidon de manera clara, especialmente el enunciado que dice que una
resolvente es irreducible. Ruffini contesta sobre la objeciéon de Malfatti y prueba que una
ecuacién de quinto grado es soluble por radicales si su resolvente de Malfatti es irreducible.

En 1806 Ruffini publica otra demostraciéon la cual no tuvo reaccién visible. En 1813
publica un articulo “Reflexiones sobre la solucidn de ecuaciones algebraicas generales”. En
la introduccion, expresa su desacuerdo sobre la acogida que tuvo su trabajo.

Otro impulso para buscar el aprecio de su trabajo provino de una publicacion de Jean
Baptiste Joseph Delambre. Ayoub (1980), sefiala que en este articulo Delambre dice “Ruffini
propuso probar la imposibilidad de la solubilidad de la ecuacién de quinto grado” (p. 270).
Ruffini contestd: “No solo propuse, sino en realidad lo probé y tengo en mente presentar la
demostracion al Instituto para que la examine y hacer que el Instituto se pronuncie sobre
su validez” (p. 271). A Ruffini se le informa que Lagrange, Legendre y Lacroix fueron
nombrados para examinar su memoria. También se le informd que si una cosa era no
importante no se informaba y que Lagrange con su frialdad encontré muy poco de valor en
este trabajo.

Ruffini también envié sus memorias a la Royal Society en Londres. La Royal Society le
responde que ellos no aprueban ningun trabajo, pero reportan lo que han dicho los que lo

han leido y estan satisfechos de lo que afirma.
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El defensor mas grande de Ruffini fue nada menos que Cauchy. Cauchy encontrd en
los trabajos de Ruffini una mina de oro. En 1813 - 1815, Cauchy escribié un articulo sobre la
teoria de los grupos de permutaciones, generalizando algunos de los resultados de Ruffini.
Este articulo fue aceptado por el comité de la Academia Francesa de Ciencias y este Comité
menciona a Ruffini por su nombre. Cauchy reconoce su gratitud a Ruffini en una carta
fechada en 1821, mas o menos seis meses antes de la muerte de Ruffini.

La Sociedad matemadtica debe sentir pena por lo que le pasd a Ruffini. Si algln
matematico le hubiese escrito mostrandole que habia un error o que habia una laguna en
su demostracion, por lo menos Ruffini hubiese tenido la oportunidad de corregirlo.
Pareciera que en ese tiempo nadie estaba interesado en saber que la ecuacién algebraica
de quinto grado no podia ser resuelta por radicales. Finalmente, la pregunta es por qué Abel
recibié el crédito de probar la insolubilidad de la ecuacién de quinto grado y no Ruffini. Serd
que la comunidad matematica no estaba preparada para aceptar la idea revolucionaria de
Ruffini, de que un polinomio no podia ser soluble por radicales y que el método de las

permutaciones era muy exdtico y dificil de entender.

5. La demostracion de Ruffini

Aunque Gauss dijo que creia que la insolubilidad de la ecuacién algebraica de quinto
grado no era muy dificil de probar, Ruffini en 1799 fue el primer matematico en establecer
la insolubilidad como un resultado y presentar una demostracién. El estilo de presentacion
de Ruffini era largo, complicado y con algunas lagunas, por lo que obtuvo criticas
inmediatas. Pero convencido de su resultado y demostracidn, Ruffini se mantuvo
elaborando y clarificando su teoria en publicaciones por los proximos 20 afios; y produjo un
total de cinco versiones diferentes de su demostracion. Las demostraciones fueron
publicadas en Italia como monografia, en Bologna y en las memorias matematicas de la
Societa Italiana della Scienze en Modena.

Los escritos de Ruffini fueron inspirados por el andlisis de Lagrange sobre Ia
solubilidad de ecuaciones. Igual que Lagrange, Ruffini estudié ecuaciones de grados

inferiores para establecer patrones sujetos a generalizaciones. Los argumentos de Ruffini
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estaban basados en su clasificacién de las permutaciones. Basado en los estudios de
Lagrange sobre el comportamiento de las funciones cuando sus argumentos son
permutados, Ruffini clasifica todas las permutaciones de los argumentos que dejan la
funcidén inalterable. El concepto de permutacion segun Ruffini difiere del concepto moderno
y puede ser mejor entendido si se traduce a la concepcién moderna introducida por Cauchy
en 1840 como sistema de sustituciones conjugadas. Por lo tanto, una permutacion para
Ruffini es una coleccién de intercambios (transicidn de un arreglo a otro) que deja la funcién
formalmente inalterable.

En notacidon moderna: Si f es la funcién dada con n variable, una permutacién para
Ruffini es un conjunto G — S, talque foo=f paratodo o€G.

Ruffini dividié sus permutaciones en simples, las cuales eran generadas por
iteraciones (o sea potencias) de un solo intercambio (en términos modernos grupos de
permutaciones ciclicas) y en compuestas, las cuales eran generadas por mas de un
intercambio. Sus permutaciones simples que consistian en potencias de un solo intercambio
fueron subdivididas en dos tipos, distinguiendo el caso en que el intercambio consistia de
un sélo ciclo del caso en que el intercambio era el producto de mas de un ciclo.

Las permutaciones compuestas de Ruffini fueron posteriormente subdivididas en tres
tipos. Una permutacion (o sea conjunto de intercambios) es del primer tipo si existen dos

arreglos que estan relacionados por un intercambio de la permutacion (o sea que existen

dos arreglos a y b tal que O'(a);tb para todo o en el conjunto de intercambios).

Traducido a terminologia de grupo de permutaciones, este tipo corresponde a los grupos
intransitivo. Ruffini definid el segundo tipo como aquellas permutaciones que no
pertenecen al primer tipo y para las cuales existe un conjunto de raices S tal que, en

notacién moderna, o(S)=S 0 o(S)NS =¢ para todo intercambio que pertenece

a la permutacién. Estos grupos transitivos fueron posteriormente llamados grupos
imprimitivos. El Ultimo tipo consiste de las permutaciones que no pertenecen a ninguno de
los tipos anteriores, y por lo tanto corresponde a los grupos primitivos.

En base a esta clasificacion, Ruffini introduce su otro concepto basico “grado de

equivalencia” de una funcion dada de las n raices de una ecuacién como el nimero de las
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diferentes permutaciones que no alteran el valor formal de f . Denotando el grado de
equivalencia por P, Ruffini establece que P debe dividir a n!.

Después de un extensivo y laborioso estudio, ayudado por su clasificacién, Ruffini fue capaz
de establecer que si N =5 entonces el grado de equivalencia p de una ecuacion algebraica

de grado cinco no puede asumir ninguno de los valores 15, 30 o 40.
Como el numero de valores diferentes de la funcién f puede ser obtenido dividiendo n!
por p, Ruffini ha probado que ninguna funciéon de las cinco raices de la ecuacion de grado
cinco puede existir asumiendo.
Sl _g 5, o S
15 30 40

valores diferentes bajo permutaciones de las cinco raices.

3

El resultado principal de Ruffini puede ser visto como determinacién de los indices de
todos los subgrupos de S ..

Para probar la imposibilidad de resolver la ecuacion algebraica de quinto grado,
Ruffini asumid sin demostrar que cualquier radical que ocurra en una supuesta solucién
puede ser racionalmente expresable en términos de las raices de la ecuacién. El nunca
revisé esta hipdtesis y es considerada como una de las grandes ventajas de la demostracion

de Abel sobre la de Ruffini. Basado en este supuesto y en el resultado que ninguna funcion
de las raices X, X,, X3, X;, X5 puede tener 3, 4 o 8 valores, Ruffini pudo probar que la

ecuacidn algebraica de quinto grado no era soluble por radicales.
La primera demostracién de Ruffini en 1799 sobre la insolubilidad de la ecuacion
algebraica de quinto grado fue basada en tres partes centrales:

1. La clasificacion de las permutaciones en 5 tipos.

2. Una demostracion, basada en (1) , que ninguna funcidn de las cinco raices de la ecuacidn

general de quinto grado puede tener 3, 4 o 8 valores bajo permutaciones de las raices.

3. Un estudio de los dos radicales mas interiores en una supuesta solucién de la ecuacién

de quinto grado, en la cual el resultado de (2) es usado para obtener una contradiccién.
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En la quinta y ultima publicacién de su teorema en 1813, Ruffini recapituld
importantes partes de la teoria de Lagrange, en la cual enfatizaba la diferencia entre
igualdades formales e igualdades numéricas. Esta demostracion puede ser dividida en las

siguientes partes.
1.Sidos funciones y y p delasraices X, X,, X3, X,, X5 de una ecuacidn algebraica estan
relacionados por
y'—p=0
(para algun t) y p se mantiene inalterada por la permutacidn ciclica (12345), entonces
existe un valor y, de y el cual cambiaa Y,, Y3: Y41 Ys5.
Consecuentemente,
Y = /Bk Y1
donde £ esuna raiz quinta de la unidad.
2. Si ademas p se mantiene inalterada por la permutacion (123), entonces Y, cambia a
Iy, donde y es una raiz cubica de la unidad.
3. La permutacién (13452) es comprimida en dos ciclos (12345)(123) y y permanecer

inalterada. Por lo tanto, °»° =1 lo cual implica que y =1, probando que y no puede ser

alterada por ninguna de las permutaciones(123),(234),(345),(451) 0 (512).

Combinando estos 3—ciclos se puede obtener el 5-ciclo (12345), y por lo tanto vy

tampoco puede ser alterado por este 5— ciclo.
4. Consecuentemente, es imposible mediante la extraccién sucesiva de raices describir
funciones que tiene mas de dos valores, y por ende la insolubilidad es probada.

En 1845, Pierre Laurent Wantzel (1814- 1848) presentd una fusion, incorporando los
argumentos de la teoria de permutaciones presentados en la ultima demostracion de
Ruffini, dentro de la demostracién de Abel.

Como se ha dicho anteriormente, el Unico problema en la demostracién de Ruffini fue

asumir que todas las funciones algebraicas pueden ser expresadas en términos de funciones
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racionales de las raices de una ecuacidn. En terminologia moderna, si L estd contenida en
una torre radical. Ruffini afirmé lo siguiente (en notacion moderna):

Sea f(X) un polinomio general de quinto grado. Si f(x) es soluble por radicales, entonces

existe una torre radical de cuerpos E; desde E hasta F

E=E,cE c..... ckcE, c...cE  cE=F

i+1

donde E, , =E/(4), A" =x €E, p, primo,i=12,..1-1.
Resulta que esta afirmacion es cierta. Por lo tanto, la demostracién de Ruffini es correcta
(aunque incompleta). Esta afirmacién la prueba Abel en la primera parte de su
demostracién sobre la insolubilidad de la ecuacién algebraica general de quinto grado.

A continuacién, se muestra la forma como se prueba la laguna dejada por Ruffini y
gue es una de las mayores contribuciones de Abel, la cual depende de los siguientes muy
bien conocidos resultados.

Lema 1:Sea F un cuerpo que contiene una raiz primitiva quinta de la unidad.Si ae F

no es una (— potencia, entonces X’ —a es irreducible.
Lema 2: Sean X' —aeF [X] irreducibley « es unaraizde X% —a.
Sea yeF(a),y¢F. Entoncesexisteun feF(a) tal que

IeF y y=b +B+b 7 +....... +b B,
0 2 q-1

Lema 3: Sea q un nUmero primo y & una raiz primitiva — enésima de la unidad.

Entonces paracada i.

i o L D 0 si g no divide i
E =
g si g no divide i

Lema 4: Sea L una extensiénde K; ye L. Entonces el polinomio minimo de y
sobre K se factoriza completamente en L[X].

Lema 5: Sean E /K una extension, g un numero primoy a < E tal que

x'-ae E[X] es irreducible. Sea @ unaraizde X% —a.
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SeaM=E(a)nL y My;=ENL.Si M #M,, entonces M /M, es una

extension radical. Mds precisamente, existe un S M talque f*eM, y /S generaa

M sobre M,.

Teorema: Si L/ K estd contenido en una torre radical, entonces L/ K es una torre
radical.

Demostracion:
Supongase que E /K es una torre radical yque Lc E.

Luego

donde E;,, = E;(J/& ), ¢; esunnumeroprimoy & €E,. Note que:
k=E,nLcE NnLc.... cE . ,nLclL

es una torre.

Si E,

i+1

NL=E, NL no haynada mas que decir.

Si E;nL#=E NL, entonces del Lema 5 se tiene que (E;; NL)/(E ML) es una

i+1
extension radical (de grado (). Por lo tanto, después de eliminar los términos que son
iguales en la torre anterior, se obtiene una torre radical para L.

Asi pues L/ K es una torre radical.

Con esta demostracidon elegante de Abel, la demostracién de Ruffini sobre la

insolubilidad de la ecuacién algebraica de quinto grado queda completa.
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