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Resumen: Los numeros de Bernoulli han desempefiado un papel importante en diferentes areas de la
matematica, incluyendo el calculo diferencial e integral, el andlisis real y complejo, la teoria de nimeros y la
topologia. El objetivo de este articulo es presentar el origen de los nimeros de Bernoulli como herramienta
para el calculo de cuadratura y, en particular, para expandir las funciones trigonométricas e hiperbdlicas en
serie de potencia. Posteriormente, se usaran los numeros de Bernoulli para calcular valores de la funcion Zeta
de Riemann, de lo cual se deduce la solucion del problema de Basilea. También se determina la suma de
algunas series numéricas.

Palabras clave: Numeros de Bernoulli, la funcién Zeta de Riemann, series de potencia, suma de potencias
enteras, sucesion recursiva.

Abstract: Bernoulli numbers have played an important role in different areas of mathematics, including
differential and integral calculus, real and complex analysis, number theory, and topology. The objective of this
article is to explain the origin of Bernoulli numbers as a tool for quadrature calculus and, in particular, for
power series expansion of hyperbolic and trigonometric functions expanding. Subsequently, Bernoulli
numbers will be used to calculate values of the Riemann Zeta function, from which the solution to the Basel
problem is deduced. The sum of some numerical series is also determined.

Keywords: Bernoulli numbers, the Riemann Zeta function, power series, sum of integer powers, recurrence
sequence.
1. Introduccion

Los numeros de Bernoulli fueron descubiertos por el matemadtico suizo Jacob
Bernoulli (1654-1705) y el matematico japonés Seki Takakaza (1642 —1708). Ambos
matematicos encontraron estos niumeros en su afan de calcular la suma de potencias de
numeros enteros positivos (Apostol, 2008), (Williams, 2023).

Sm() =1m 4 2™ 4 ...n™
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Desde este descubrimiento, los nimeros de Bernoulli han desempefiado un papel
importante en diferentes areas de la matematica, incluyendo la expansion en series de las
funciones trigonométricas e hiperbdlicas, la férmula de suma de Euler—Maclaurin, la
evaluacion de la funcidn Zeta de Riemann, la teoria de nimeros, el andlisis real, la topologia,
el Ultimo teorema de Fermat y, otros problemas de interés diversos.

La suma S,,(n) y, por ende, los nimeros de Bernoulli, fueron de vital importancia en

el desarrollo del calculo diferencial e integral, pues estan relacionados con la cuadratura

a
J xMdx
0

para el area S bajo la parabola generalizaday = x™ en el intervalo [0, a], con m un nimero
entero positivo.

El objetivo de este trabajo es definir los niumeros de Bernoulli, para determinar una
formula general de la suma de potencias de niUmeros enteros positivos

Spn) =1m 4+ 2Mm 4 ...n™

donde m,n € Z*. También se estudian las propiedades de los nimeros de Bernoulli y se
usan para determinar la expansion en serie de potencia de las funciones trigonométricas e
hiperbdlicas, vy, la evaluacidon de la funcidon Zeta de Riemann. Finalmente, se resuelve el

problema de Basilea y se calcula la suma de algunas series.

2. Metodologia

Los numeros de Bernoulli son importantes y un poco misteriosos en varias areas de la
matematica, como en el calculo diferencial e integral, el analisis real, la teoria de nimeros,
la geometria diferencial y el calculo de Fourier. Ellos aparecen por primera vez en la obra
Ars Conjectandi, publicada en 1713 por Jacob Bernoulli cuando estudiaba la suma
consecutiva de potencias de niUmeros enteros positivos

Spn) =1m 4 2Mm 4 ...n™

donde m y n son dos numeros enteros positivos dados.

En este trabajo, primeramente, se calcula el valor de S,,(n) para distintos valores de
m, lo cual permita visualizar un patrén que ayude a determinar una férmula general para el

valor de S,,(n) v, a su vez definir los nimeros de Bernoulli. Después de haber determinado
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una férmula para S,,,(n) en términos de los nimeros de Bernoulli, se usaran estos nimeros

para expandir en serie de potencia las funciones trigonométricas e hiperbdlicas.
Posteriormente, se calcula el valor de la funcién Zeta de Riemann para los nimeros

z = 2k con k un nimero entero positivo. Finalmente, se resuelve el problema de Basilea y

se calcula la suma de algunas series numéricas.

3. Desarrollo
e Los numeros de Bernoulli

Las formulas

— nn+1
S;(n) 1+2+3+..._|n__¥

n) =1+ nn+1)2Zn+1
S;(n)=12+22+3%2+...n%2= ( )6( )

fueron usadas por Arquimedes de Siracusa (287-212 AC). En 1610, Johan Faulhaber (1580—
1635) logré avances significativos en el problema del cdlculo de la suma de potencias
sucesivas de nimeros enteros positivos, calculando S,,,(n) param = 2,3, ...,10 y, en su obra
Académica Algebrae publicada en 1631, él presentd férmulas paraS,,,(n) hastam = 23. Por

lo tanto, era del conocimiento de Jacob Bernoulli que

1 1
— —_n2 __
Si(n—1) 2n Zn
1 1 1
Y= p3_ T2,
S,(n—1) g T +6n
1 1 1
) =ipt_—p34in2
S;(n—1) 2V on +4n
1 1 1 1
Ss(n—1)==n>—=n*+=n>-——n

5 2 3 30

Veamos una férmula recursiva para el calculo de los S,,(n — 1). En efecto, el siguiente
resultado es conocido como la férmula de Fermat y, se prueba por induccién matematica

(Dunham, 2018), (Edward, 1994), (Hardy, 2008).

Teorema 1(Férmula de Fermat): Sean n y k nUmeros enteros positivos. Entonces

@@@@ https://revistas.up.ac.pa/index.php/antataura



https://revistas.up.ac.pa/index.php/antataura
https://creativecommons.org/share-your-work/cclicenses/

12. Visién Antataura, Vol.8, No.2, Diciembre 2024 — Mayo 2025

n
Zi(i+1) ~(Atk—1) nh+1)..(n+k)
. k! B (k + 1)!
=1
Denote
ii+1).(+k—1) =i*+a;i* T +ayi* 2+ -+ a,_i

donde las constantes a; a,, ..., a;_; dependen de k. Entonces, del Teorema 1 se tiene que

nn+1)..(n+k) i+ D). +k—1)
(k + 1! _Z k!

n

1
Y L ettt
i=1

1 n n
W[zik+alzik—1+...+ak_1zi]
“Lli=1 i=1 i=1

Por consiguiente,

Zn: . nn+1D)..(n+k) [ Zn: K1y zn: ]
1" = - a1 l oo ak_l l
ket1 i=1 i=1

i=1

O sea

nn+1)..(n+k)
k+1

para k > 2, la cual es una férmula recursiva para el célculo de S,,(n)

Sk (n) =

— [a;Sk-1(n) + azSk—o(n) + -+ + ay_1 51 (n)]

Por otro lado, note que

(TL + 1)m+1 —1= (2m+1 _ 1m+1) + (3m+1 _ 2m+1) 4+ et ((Tl + 1)m+1 _ n‘m+1)

= Z[(i +1)mH — mH] = Z Lio (m;r 1) y
i (m N 1) Z (férmula de Pascal)

j=0 i=1

ey (M)

j=1 i=1

Por lo tanto,
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e+t —n-1= (" T 5m)

: ]
Jj=1
_(m+1 m+1 o (m+1
=(MT)s@+ (M) ) m+-+ (") s
Cambiando n porn — 1, se obtiene
N 1
amtl — o = Z (m]+ )Sj (n—1) (férmula de Pascal)
j=1

Jacob Bernoulli escribié las expresiones de S,,,(n — 1) de la siguiente manera

sto-0 =32 ()
sto-0=3pe -5 +50)
sco-0=3 s+

st =25 (e s 05 ()

En este paso Jacob Bernoulli observé que todos los coeficientes enteros en cada término

son coeficientes binomiales de la filam + 1 en el tridngulo de Pascal. Asi,

=0 =3[ ()

00 =3[@)w - )3+ ) g

0= = 1 [()nt= ()3 + () + (or]

s =0 =g[0)re = (D)3m+ Qg + Gow + (5]

Observando el patron que conecta estas férmulas, Jacob Bernoulli conjetura la siguiente

féormula compacta

m m
S —-1) = ( . )b- m-j+1 — . pnk+l
m(n=1) m+1Zj=0 j ) ijoﬂ m—j+D!"

donde b; son unos nimeros misteriosos independiente de m.
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Mostrando la utilidad de su férmula, Jacob Bernoulli afirmé que habia calculado S;,(1000)

en menos de la mitad de un cuarto de hora.

Teorema 2: Sean my n niumeros enteros positivos con n = 2. La suma S,,(n — 1) es un

polinomio de grado m + 1 sin término constante y, por lo tanto, tiene la forma
m
Sm(n -1) = Z Cm,j nm-—j+1
j=0

donde Cy, ; € Rparaj =0,1,2,...,m

Demostracion
1 1 .
Como S;(n—1) = Enz - el teorema es verdadero param = 1. Sea j € R y suponga

que el teorema es verdadero para todo m < j. Suponga que m = j + 1, entonces por la

féormula de Pascal se tiene que

j+1
nmtl —n=n/t?2 —n= E (J-I,-Z)Si(n—l)
: i
i=1
[+ 2 |+ 2

DM~ M-

~
1l
[y

(3 sim=1+ G+ D5um -1

De donde,
J

1 i
_ m+1 E Jjt2\¢
S]+1(n 1) T2 n n ( i )Sl(n 1)

i=1

Como los S;(n — 1) son polinomios de grado i + 1 en la variable n y sin término constante,
se tiene que Sp,(n—1) = S;,1(n — 1) es un polinomio de grado m+1=j+2 en la
variable n y sin término constante.

Asi, por el principio de induccién matematica, el teorema es verdadero para todo numero
entero positivo m.

Teorema 3: Sean Cy, j € Rparam € {2,3, ...} yj € {0,1,2, ... } tales que
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m
Smn—1) = Z Cpp,j ™I
=0

Entonces, los coeficientes C;, ; satisfacen las siguientes condiciones:

1
© o Th
m+1 ;
° Cm'] = _m+121 =m- ]( i )Ci,i+j—m v ] € {1,2,---,m_ 1}
1 m-1
m+1
o C%Lﬂl::'_rn_+.1 (:E: ( i )(%j) +1
i=1

Ademas, estas tres condiciones definen los Cy, ; de forma Unica

Demostracion

De la férmula de Pascal y el Teorema 2 se tiene que

m i
1 _ m+1 i—i+1
o= S Y
i=1 j=0
m i
DR NLGDINEE

i=1j=0

Tomando k = j + m — i, se obtiene

m+1 _ m+1 m+i-k
"ttt —n = ( ) Cik-m+i M

Intercambiando el orden de los indices, se obtiene

m
Z m + 1  pmti-k
l k—-m+i
=m-k

m—1

m
nm+1_n:Z(m+1 Cun+

i=1 k=01
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m

- m
m+1 C”n+z Z
:1 k=1 =m-

Comparando los coeficientes de las potencias en ambos lados se obtiene que

m + 1 _ m+1
Lk—m+i]nm+1 k +( o )leonm+1

i i k

1
C -
MmO T 1
m—1
m+1
Mm+1) Cpp =— Z ( i )Clk m+i
i=m-k

Paratodok € {1,2,...,m — 1}

m-—1

o (m+1)Cm,m:_Z (m-.l_l)ci,i—l

4 l
i=1

Finalmente, sean by, o, by 1, ..., by m NUmeros tales que

m
m(n -1) = Z bm,j nm—Jj+1
j=0

Luego, por lo probado anteriormente, los by, ; satisfacen las tres condiciones del teorema.

Por consiguiente by, j = Gy, j Y

m

Z nm- j+1 — Z b m—j+1 — Sm(n _ 1).

En lo que sigue se probara que los coeficientes G, ; tienen la forma

C. . = 1 (m+1
™ m+ 1N

donde b; es una constante con respecto a la columna j. Pero, si esto es cierto, entonces por

)bj , j=0,1,...,m

el Teorema 3 se tiene que

;(m+1
m+1\ m

)bm =Cnm =

m-—
Z m+1 C”+1
i=1
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1 m+1y 1 i+1
T m+1 Z( i )l+1( )bl+1
l:
1 rm—1
_ m+1
m+ 1]« ( i )bl+1
L =1
de donde, tomando b, = 1, se obtiene
1 m-—1
_ m+1y,
bm = m+1.0( i )b‘
=

lo que motiva la siguiente definicién (Apostol, 2008), (Hardy, 2008)

Definicidon: Los niumeros de Bernoulli son los nUmeros racionales by, by, bs, ... definidos,

recursivamente, por

m-—
bo=1, b, Z m+1 m=123,..
i=0

m
Sp(n—1) = Z Cppj W41
j=0

Sustituyendo el valor de Cm,j dado anteriormente, se obtiene el siguiente teorema, en el

cual se prueba lo indicado anteriormente, ya que, los Cy, j son Unicos por el Teorema 3.

Teorema 4: Sean m un numero entero, m = 2. Entonces

m
_ 1 m+1 m—k+1
Sm(n =) _m—ﬂkz_o( e )

donde by, by, bs, ... son los nimeros de Bernoulli

Demostracion

Por el Teorema 3 es suficiente probar que los coeficientes

o i =%H(m: Do . k=01,..m

satisfacen las tres condiciones indicadas. En efecto
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1 m+1 1
* dm‘o_m+1( 0 )bo m+1
e Seaj€{1,2,..,m— 1}. Se debe probar que

m—1

__ 1 m+y, 1 m+1)_1 i+1
m’j_m+1< j )bf__m+1, ( i )i+1(i+k—m)bi+f—m

i=m-—j

En efecto, tomando k =i + j — m, la expresidn anterior es equivalente a

j—1
(m+1> ( m+1 ) 1 (k—j+m+1)b
La\k—j+m)k—j+m+1 k “
Lo cual es equivalente a
j-1
(m+ 1! B (m+1)! (k= j+m)!

j! (m+1—j)!bj__k=0(k—j+m)! G-—k+D! k! (m—-1-))!

Simplificando, es equivalente a

j-1

Z k+ 1)k
P 1!

i G k!

j-1
, 1 G+ 1!
SRS VAY RS EoT

j-1
1 .
b= ‘j+—1k§=0: (%o

Lo cual es cierto por la definicion de los numeros de Bernoulli. Asi pues, los coeficientes d,,

satisfacen la segunda condicion del Teorema 3.

e Finalmente, se debe probar que

m
dm,m=m;+1(m;1)b —[Z m“ l+1(”:1)b +1

Lo cual es equivalente a

m—1 1 m—1
m+1 _ Z m+1
b, Z b+1—m+1'(l)b+b0
i=1 i=1
_ 1 m+1
T om+1 0( i )bl
l=
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o sea,

m-—
b, z m+1
i=0

Lo cual es cierto por la definicion de nimero de Bernoulli. Asi pues, por el Teorema 3 se

tiene que
m
S,(n—1) = Z Ay e WRFL
k=0
donde
1 m+1
Dk m+ 1( k )bk
es decir,
m
_ m+ 1 k+1 _ Z k+1
Sm(r=1) =27 Z e k! (m — k+1)' e m
= 1,2,
donde
m—1 1
by =1, (m+ ) k=12,..,m

o

j:
son los numeros de Bernoulli.

A continuacidn, una lista de los primeros nimeros de Bernoulli

1 1 1
b0:1, bl__z, bzzg, b3:0, b4:_%, b5_0
1 1 5
b6=E ) b7=0, b8_ % ) b9=0, b10=& ) b11=0

e Los numeros de Bernoulli y las series de potencia
De las definiciones de las funciones trigonométricas e hiperbdlicas complejas, se tiene que

(Bressoud, 2007)

eiz _ e—iz eiz + e—iz

senz = o , cosz = —
et —e™? e+ e ?

senhz = — , coshz = —
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Por lo tanto,

cos z = cosh(iz) , sen z = —isinh(iz)

Teorema 5:Sea D = C — {2nmi:n € Z — {0}} y sea f: D — C la funcién definida por

1 ,siz=0
= z
f@) —1,siz¢0

eZ_

Entonces f™(0) = b, paratodon € {0,1,2, ...} y

- b
f@=) 2m <o
e~ n.

Demostracion

Note que

z
f@)—-f0) ez_l_l_ _ef—1—-z 1
f(o)_lz—m z—0 _lzl—r% z B lzl—r>r(1) z(ez—-1) 2

Por lo tanto, f es analitica en D vy, el radio de convergencia de la serie de potencia centrada
en z, = 0 de la funcién f es 2.
Suponga que
b
f@) =) =z¢ ,  |zl<2n

kl
k=0

Luego, como la serie es, absolutamente, convergente, se tiene que

oy i = (05 (k) - R 2

i=1k=

Tomando j =i + k, se obtiene

ZZL (]—L)' -

i=1 j=i
Intercambiando las series, se obtiene
[e's) 00 j
ZZ O
7 = _
l' —1 |
j=1i=1 (] ) j=1i=1
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Comparando los coeficientes de las potencias de z, se tiene que

o b
f@=) 2, lal<om

£ n!
es equivalente a

d b

— =i (] _ .
bo=1, Zj! (i)_o, j€{23,..}

=1

es decir,
j-1

_ 1 J )\ _
bo =1, ﬁzbk<j—k)‘0
k=0

donde k = j —i. Finalmente, tomandom = j — 1, se obtiene que

o b
f@=) 2, lal<om
£ n!
es equivalente a
m
_ m+1
by,=1, m+1— bk 0
k=0
o sea
m
_ m+1 _
=1, Y ("FNn=0
k=0

lo cual es verdadero por la definicion de nimeros de Bernoulli. Asi pues,

co

z b,
— n
1= _n!Z , |z| < 2@
n=0

Luego, por la unicidad de los coeficientes de la serie de potencia de una funcién analitica,
se tiene que

b, =f™0) , ne{0,12..}
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Teorema 6: Sean € Z,n > 2 un numero impar. Entonces b,, = 0

Demostracion

SeaD ={z € C:|z| < 2w}y g: D — C la funcidn definida por

zZ z
= + —
9D =Z7%3
Entonces, por el Teorema 5 se tiene que
b, . =z > b,
z)= ) —z"+=-=1+ ) —z"
9) Z TR Z nl

Probaremos que g es una funcidn par. En efecto,
z z z(ef+1)

9@ = 1+t D

—z(e?+1)  z(e?+1) z(e?+1)
2(e2—1)  2(1—e2) 2(ez2—1)

Por consiguiente, g es una funcién par. Esto implica que

g(=z) = 9(2)

b2n+1 =0 , NE {11213; }

Teorema 7:SeaD = {z € C: |z| < 2w}y g: D — C la funcién definida por

z z_z(eZ+1)

9@ = 1+t 2@ D

Entonces

g(z) = %coth (g) , Z€D

Demostracion

En efecto, sea z € D, entonces

zZ
z(e?+1) ze2 (e?+1) z
2(e* = 1) 26_%(62 -1) 2 e

g(z) =

2 senh(%) ZECOth 2

_z(cosh(@)) - @
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Teorema 8: Sea D = {z € C: |z| < m}. Entonces

d n
4"byn

zcothz = z , NE€ED
(2n)!
n=0
Demostracion
Por los Teoremas 5y 7 se tiene que
zcothz = g(2z) =1+ Z —(22)" ) |2z| < 21
2D,
_ k
=1+ P , lzl<m
n=2

Como b; = bg = b; = --- = 0, tomando k = 2n, se tiene que

2211 271. 2 4b2n 2
zcothz—1+z 2! "=1+ (2 )' n

Teorema 9: Sea D = {z € C: |z| < }. Entonces

4)"p
cotz—z( (Z)n)'zn m z€D

Demostracion
Sea z € D. Entonces

cos z cosh(iz) , ]
cotz = = — — = j coth(iz)
senz —isenh(iz)

Luego, por el Teorema 8, se tiene que si z € D, entonces

(l )Zn

zcotz = (iz)cot(iz) =

4h
— (2n )'

1)"4"b,, (—D"by, .
Z aor 2 Z o -
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Teorema 10: Sea D = {z € C:|z] < g} Entonces

(_1)n+14n(4n - 1)b27’l Zzn_l
(2n)!

tanz =

n=1

Demostracion
De la identidad
tanz =cotz—2cot(2z) , z€D

y del Teorema 9 se tiene que si z € D, entonces

ztanz —Z( )"bon z2n %(Zz)zn

(2n)! — (2n)!
~ d (=1)"4"b,, N i (—1)"*14mp, . .
= nzOW(l — 4M)z2n = s ol (4" — 1)z?

Luego, como tan(0) = 0, se tiene que

o (—1)"+14np, (47 — 1
tanz=z( ) 2n( )2”_1 ZED

(2n)!

Teorema 11: Sea D = {z € C:|z| < m}. Entonces

o (-2 = Dby,
(2n)! z

ZCSCZ =

n=0

Demostracion

De la identidad

z
cscz = cotz + tan (E) , Z€D

y de los Teorema 9y 10 se tiene que si z € D, entonces

e © TR @0

ZCsCz = Z (1) 4% bz z2n N (P4 - Dban (E)Zn
2

o (—=1)"4"b,,, (4" —1) (=D (4" = 2)byn ,,
(2n)! ll'_ 22n-1 l :E: (2n)! a

n=0
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~ o (—1)n+12(22n=1 _ 1)
B (2n)!

2n

n=0

e Los nameros de Bernoulli y la funcién Zeta de Riemann
Con el uso del método de las fracciones parciales, Euler descubrié una interesante

expansion de la funcion cotangente (Simmons, 1996). En efecto, observando que si

1 1 _a G
x2-3x+2 (x-2)(x-1) x—-1 x-2

entonces la constante C; se puede determinar multiplicando la expresién por x — 1y

reemplazando la x por 1y, similarmente, para C,; Euler extendid este analisis a la funcidn

COSTTX

cotmx =
Senmnx

cuyo denominador tiene los ceros 0, +1, +2, ...

Obteniendo que

a - b c
cotnx=—+z< L + L )
X X—m x+n

n=

[y

donde
—1 b, =C —1 =12
a—n: ) n — n_n_ , = 1,4,
Por lo tanto,
1 1w/ 1 1 1 1w 2x
cotnx=—+—z< + ):_+_Z—
X T X—m x+n X T x2 —n?
n=1 n=1
De donde,
1 1
ncotnx=—+2x2ﬁ
X xX*—n

n=1

Tomando z = x se obtiene

g2 - z?
ZCOtZZl-I_FZzZ :1_22712712—22
n=1—2—n2 n=1
=1-2) |l 2 )| =12 0 || Do )
k=1 n=1 k=1L \n=1
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Luego, como por el Teorema 9,

bZn 2n
zcotz—z( (A;)n)l z?" = 1+Z[( 4)"bon] o )l

Por la unicidad de la expansidn en serie de potencia de la funcidn z cot z, se tiene que

i 1 (_1)k+122k—1n.2k

1nzk - (2n)! bai
n=

paratodok € {1,2,3, ...}

Definicién: La funcion zeta de Riemann, ¢(z), esta definida por

¢(2) = i %
n=1

paratodo z € C,Re(z) > 1, donde k% = e?!nk

Observaciones:

1. De las expansiones en serie de potencia de la funcidon zcotz, se tiene que

had 1 (_1)m+122m—1n_2m (2n)2m
C(Zm) = Z om 2m = |bam|
n2m 2m)! 2(2m)'

n=1
paratodok € {1,2,3, ...}
2. Los numeros de Bernoulli de indice par se alternan en signo

3. Parael casom = 1, la funcion zeta de Riemann

101 1 1
¢<2>=Zn—z‘ﬁ+ﬁ+§+
n=

Se conocen con el nombre de “Problema de Basilea”; propuesto por Pietro Mengoli (1626—
1686) en 1650 en su obra Novae quadraturae arithmeticae seu de additione fractionum vy,
resuelto por Leonhard Euler (1707-1783) en 1734 (Harper, 2003), (Muzaffar, 2013),

(William, 2023). Euler probé, usando los numeros de Bernoulli que
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En efecto, como Euler probd que

had 1 (—1)m+1p2m-12m
s(2m) = Z nzm (2m)! bam
n=1

Param = 1, se tiene que by, = b, = %y

¢(2) = Cn*-2-nt (l) n’

2!

4. Conclusiones
e Observando el comportamiento de las sumas S,,(n — 1) para valores particulares

de m, Jacob Bernoulli conjeturd la férmula

m m
1 m+1 . b! m! .
S —1) = ( . )b. m—j+1 — _— n—j+1
m(n=1) m+1Zj=0 j o )oun ijoﬂ m—j+1D"

donde los b; son unos numeros racionales misteriosos independientes de m.

Posteriormente, Jacob probd que estos numeros, llamados nimeros de Bernoulli, estan

definidos, recursivamente, por
m-—
by=1, b, Z m“ C m=12,..
i=0

e Los numeros de Bernoulli con indice impar mayor o igual a tres son ceros; o sea,
bypni1 = 0 paratodon = 1,2,3, ... [.] Ademads, los nimeros de Bernoulli de indice par
se alteran en signo.

e Al utilizar la expansién en serie de potencia de la funcién z cot z, Euler dedujo la
formula

1 (_1)k+122k—1n.2k
N T T

n=1

k=123,..

la cual le permitié resolver el famoso problema de Basilea

il—l+1+1+ 2
n? 1222 32 " 6
n=1

planteado por Pietro Mengoli.
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