Visién Antataura
Vol.8, No.2:9-28

® | @ y 4
V ' ' O n Diciembre 2024 — Mayo 2025

Panama
Antataura ISSN L 2520-9892

Los numeros de Bernoulli y el problema de Basilea

The Bernoulli numbers and the Basel problem

Edilberto José Adames Pineda’, Angela Yaneth Franco?

Universidad de Panamad, Facultad de Ciencias Naturales, Exactas y Tecnologia, Escuela de Matematica,
Panama; edilberto.adames@up.ac.pa; https://orcid.org/0000-0003-1454-1492

2Universidad de Panamd, Facultad de Ciencias Naturales, Exactas y Tecnologia, Escuela de Matemdtica,
Panama; angelaO6franco@hotmail.com; https://orcid.org/0000-0002-7085-6870

Fecha de recepcion: 29-07-2024 Fecha de aceptacion: 27-09-2024

DOI https://doi.org/10.48204/j.vian.v8n2.a6566

Resumen: Los numeros de Bernoulli han desempefado un papel importante en diferentes areas de la
matematica, incluyendo el calculo diferencial e integral, el andlisis real y complejo, la teoria de nimeros y la
topologia. El objetivo de este articulo es presentar el origen de los nimeros de Bernoulli como herramienta
para el calculo de cuadratura y, en particular, para expandir las funciones trigonométricas e hiperbdlicas en
serie de potencia. Posteriormente, se usaran los nimeros de Bernoulli para calcular valores de la funcién Zeta
de Riemann, de lo cual se deduce la solucion del problema de Basilea. También se determina la suma de
algunas series numéricas.

Palabras clave: Numeros de Bernoulli, la funcién Zeta de Riemann, series de potencia, suma de potencias
enteras, sucesion recursiva.

Abstract: Bernoulli numbers have played an important role in different areas of mathematics, including
differential and integral calculus, real and complex analysis, number theory, and topology. The objective of this
article is to explain the origin of Bernoulli numbers as a tool for quadrature calculus and, in particular, for
power series expansion of hyperbolic and trigonometric functions expanding. Subsequently, Bernoulli
numbers will be used to calculate values of the Riemann Zeta function, from which the solution to the Basel
problem is deduced. The sum of some numerical series is also determined.

Keywords: Bernoulli numbers, the Riemann Zeta function, power series, sum of integer powers, recurrence
sequence.
1. Introduccién

Los numeros de Bernoulli fueron descubiertos por el matemadtico suizo Jacob
Bernoulli (1654—1705) y el matemadtico japonés Seki Takakaza (1642 —-1708). Ambos
matemadticos encontraron estos numeros en su afan de calcular la suma de potencias de
numeros enteros positivos (Apostol, 2008), (Williams, 2023).

Sp(n) =14+ 2Mm 4 ...n™
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Desde este descubrimiento, los nimeros de Bernoulli han desempefiado un papel
importante en diferentes areas de la matematica, incluyendo la expansién en series de las
funciones trigonométricas e hiperbdlicas, la formula de suma de Euler—Maclaurin, la
evaluacion de la funcion Zeta de Riemann, la teoria de nimeros, el analisis real, la topologia,
el ultimo teorema de Fermat y, otros problemas de interés diversos.

La suma S,,,(n) y, por ende, los nimeros de Bernoulli, fueron de vital importancia en

el desarrollo del célculo diferencial e integral, pues estan relacionados con la cuadratura

a
J xMdx
0

para el area S bajo la parabola generalizada y = x™ en el intervalo [0, a], con m un nimero
entero positivo.

El objetivo de este trabajo es definir los nimeros de Bernoulli, para determinar una
féormula general de la suma de potencias de nimeros enteros positivos

Spn) =1m4+2™M 4 ...n™

donde m,n € Z*. También se estudian las propiedades de los nimeros de Bernoulli y se
usan para determinar la expansidn en serie de potencia de las funciones trigonométricas e
hiperbdlicas, y, la evaluacién de la funcién Zeta de Riemann. Finalmente, se resuelve el

problema de Basilea y se calcula la suma de algunas series.

2. Metodologia

Los nimeros de Bernoulli son importantes y un poco misteriosos en varias areas de la
matemadtica, como en el calculo diferencial e integral, el andlisis real, la teoria de nimeros,
la geometria diferencial y el calculo de Fourier. Ellos aparecen por primera vez en la obra
Ars Conjectandi, publicada en 1713 por Jacob Bernoulli cuando estudiaba la suma
consecutiva de potencias de nUmeros enteros positivos

Sp(m) =1m4+2Mm +...n™

donde m y n son dos numeros enteros positivos dados.

En este trabajo, primeramente, se calcula el valor de S,,,(n) para distintos valores de
m, lo cual permita visualizar un patréon que ayude a determinar una férmula general para el

valor de S,,,(n) y, a su vez definir los nimeros de Bernoulli. Después de haber determinado
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una férmula para S,,, (n) en términos de los nimeros de Bernoulli, se usaran estos niumeros

para expandir en serie de potencia las funciones trigonométricas e hiperbdlicas.
Posteriormente, se calcula el valor de la funcion Zeta de Riemann para los nimeros

z = 2k con k un nimero entero positivo. Finalmente, se resuelve el problema de Basilea y

se calcula la suma de algunas series numéricas.

3. Desarrollo
e Los numeros de Bernoulli

Las formulas

n) = nn+1
S1(n) 1+2+3+...+n_%

n) = nn+1)2n+1
S,(n) =12+22+3%2+..n% = ( )6( )

fueron usadas por Arquimedes de Siracusa (287—-212 AC). En 1610, Johan Faulhaber (1580—
1635) logré avances significativos en el problema del calculo de la suma de potencias
sucesivas de nimeros enteros positivos, calculando S,,(n) param = 2,3, ...,10 y,en su obra
Académica Algebrae publicada en 1631, él presentd formulas paraS,,, (n) hastam = 23. Por

lo tanto, era del conocimiento de Jacob Bernoulli que

1 1
— = _n2 __
S(n—1) SN on
1 1
Ay — w3 2,
S,(n—1) 3n o1 +6n
1 1 1
—1) = —n%——n3 4+ —n?
S;(n—1) 2T +4n
1 1 1 1
Ss(n—1)==n°—=n*+-n>-——n

5 2 3 30

Veamos una férmula recursiva para el calculo de los S,,(n — 1). En efecto, el siguiente
resultado es conocido como la férmula de Fermat y, se prueba por induccion matematica

(Dunham, 2018), (Edward, 1994), (Hardy, 2008).

Teorema 1(Férmula de Fermat): Sean n y k nimeros enteros positivos. Entonces
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Z":i(i+1) w(i+k=1) n@+1D.(+k)
_ k! B (k + 1!
=1
Denote
ii+1)..(+k—1)=i*+ai* 1+ ayi* 2+ +a,_qi

donde las constantes a,a,, ..., ay_; dependen de k. Entonces, del Teorema 1 se tiene que

n+1) . (+k) i+ D). +k—1)
(k +1)! _2 k!

1
ol i+ a4 g gi]

=ki\z +a, Z b 12]

Il
£M= X

Por consiguiente,

n n n
nn+1).(n+k
D Yarere Y]

i=1

o sea
nn+1)..(n+k)
k+1

para k > 2, la cual es una férmula recursiva para el célculo de S, (n)

Sp(n) =

— [a1Sk—1 (M) + @3Sk, (M) + -+ + ax_1S;(n)]

Por otro lado, note que

(Tl + 1)m+1 —1= (2m+1 _ 1m+1) + (3m+1 _ 2m+1) 4.4 ((Tl + 1)m+1 _ nm+1)

[+ 17 — i) = Z lz ("

n

(m T 1) Z i/ (férmula de Pascal)

gt 'Z'M=

] /4
Jj=0 =1
m n
=ne 2 (")
j=1 i=1

Por lo tanto,
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(n+1)m+1—n—1=i(m+l)5(n)

j=1

- (mir 1) S, (n) + (m;' 1) Sy(n) + -+ + (m; 1) S (n)

Cambiando n por n — 1, se obtiene

m
nmtl —n = Z (m;l— 1) Si(n—1) (férmula de Pascal)
=1

Jacob Bernoulli escribi6 las expresiones de S,,(n — 1) de la siguiente manera

17 1
Sl(n—1)=§_n —2(5)71]

1T 1 1
Sz(n—l)=§_n3—3<§)n2+3<g)n]
st 2fs (o)
54("_1):%:715_5(%)"“10 2);&—5(310) ]

En este paso Jacob Bernoulli observé que todos los coeficientes enteros en cada término

son coeficientes binomiales de la filam + 1 en el tridngulo de Pascal. Asi,

=0 =55 = ()3

s00-0 =3 [@)w - )3+ Q) g

s0-0 =[O r=(Dzw + (g + (3 on]

=0 =) = §)gn+ §)gr + o + () 35

Observando el patron que conecta estas férmulas, Jacob Bernoulli conjetura la siguiente

formula compacta

m m I
(‘m + 1) bogm—i+1 — Z bj m: nn—k+1
jGn—j+ D!

donde b; son unos numeros misteriosos independiente de m.

Sm(n -1)=
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Mostrando la utilidad de su férmula, Jacob Bernoulli afirmé que habia calculado S;,(1000)

en menos de la mitad de un cuarto de hora.

Teorema 2: Sean my n ndmeros enteros positivos con n > 2. La suma S,,(n — 1) es un

polinomio de grado m + 1 sin término constante y, por lo tanto, tiene la forma

m
S,(n—1) = Z Cpp,j ™1
j=0

donde Cm,j € Rparaj=0,12,..,m

Demostracion
1 1 .
Como S;(n—1) = Enz -3 el teorema es verdadero para m = 1. Sea j € R y suponga

que el teorema es verdadero para todo m < j. Suponga que m = j + 1, entonces por la

formula de Pascal se tiene que
j+1

nmtl—n=n/t?2 —n= Z(]TZ)S(TL—D

i=1

() se-n+( 1) sum-1

- i~

‘..
1l
oy

(A s0-D+G+25m0m-1)

De donde,

j

1 +2
Sis1(n—1) =m nmtl —n — Z ] S(n—l)
1=

Como los S;(n — 1) son polinomios de grado i + 1 en la variable n y sin término constante,
se tiene que S,,(n —1) = S;;;(n — 1) es un polinomio de grado m+1=j+2 en la
variable n y sin término constante.

Asi, por el principio de induccidn matematica, el teorema es verdadero para todo numero
entero positivo m.

Teorema 3: Sean C,,, ; € Rparam € {2,3,..}yj € {0,1,2, ... } tales que
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m
Sm(n—1) = Z Cpp,j ™1

j=0

Entonces, los coeficientes C, ; satisfacen las siguientes condiciones:

1
© moTh
m+1 .
° Cm'] :_m+121 —m— ]( i )Ci,i+j—m y J E{l,Z,,m—l}
m—1
1 m+1

° Cm'm__m—-l-l <Z( i )Ci,i>+1

i=

Ademas, estas tres condiciones definen los (,, ; de forma Unica

Demostracion

De la féormula de Pascal y el Teorema 2 se tiene que

m i
m+ 1 i—i
Z ; )Z Ci,j nl j+1
=1 j=0
m

i
m+ 1 i i
Ci,]- nt~/t1

i=1 j=0
Tomando k = j + m — i, se obtiene
m m
m+1 _
nmtl = ( ; )Ci,k—m+i nmt+1 k
i=1 k=m-—i
m m—1
m+1 _ m+1
:Z[ ( i )Ci,k—m+inm+1 k+( i )Ci,in
i=1 Lk=m-i
m m m-1
m + 1 m + 1 _
:Z( Clln+z z Lk—m+inm+1 .
i=1 i=1 k=m-i

Intercambiando el orden de los indices, se obtiene

m-—1

m m
nm+1 -_n= Z (m + 1) Ci,i n+ z m + 1 lk—m+i Tlm+1_k

l
i k=0 i -k
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Comparando los coeficientes de las potencias en ambos lados se obtiene que

m —

m+1 Cun‘*'z
=1

m + 1 Lk—m+i ‘nm+1—k + (m;l' 1) Cm,onm+1

i i k

1
*Cmo = m+1
m-—1
m+1
(m+1) Cnge = — Z ( i )Ci,k—m+i
i=m-k

Paratodo k € {1,2,...,m — 1}

m-—1

(m+1DCpm =— Z (m+ 1) Cii—1

4 l
i=1

Finalmente, sean b, o, by, 1, ..., by NUMeros tales que

m
(= 1) = Y by nm I
=0

Luego, por lo probado anteriormente, los b, ; satisfacen las tres condiciones del teorema.

Por consiguiente by, j = Cp, ;¥

m

Z nm- Jj+1 — me] m—j+1 — S (n—l)

j=0
En lo que sigue se probara que los coeficientes C,, ; tienen la forma
1 /m+1
Cpi = ( . )b-  j=01,..,m
™ m 41\ / J

donde b; es una constante con respecto a la columna j. Pero, si esto es cierto, entonces por

el Teorema 3 se tiene que

1 (m+1

mril m )b = Cnm ==

m-—
Z m+1 Ci,i+1
i=1
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de donde, tomando b, = 1, se obtiene

m-—

lo que motiva la siguiente definicién (Apostol, 2008), (Hardy, 2008)

Definicidon: Los numeros de Bernoulli son los numeros racionales by, by, bs, ... definidos,

recursivamente, por

m-—
Z m + 1 m=123,..
i=0

m
Sp(n—1) = Z Cpp j n™IH1
j=0

Sustituyendo el valor de C,;, ; dado anteriormente, se obtiene el siguiente teorema, en el

cual se prueba lo indicado anteriormente, ya que, los C,, ; son unicos por el Teorema 3.

Teorema 4: Sean m un niumero entero, m > 2. Entonces

m
1 m+1 m-k+1
m+1kz_0( k )bkn

donde by, by, b3, ... son los nimeros de Bernoulli

Smn—1) =

Demostracion

Por el Teorema 3 es suficiente probar que los coeficientes

ok =%H(m: Db, k=01..m

satisfacen las tres condiciones indicadas. En efecto
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_ 1 m+1 _ 1
* dm")_m+1( 0 )b"_m+1
e Seaj€({1,2,..,m—1}. Se debe probar que
1 o mtry, (m Y i+1
dm’j_m+1< J ) T T m+1 z (l+k m)b”j"m

i=m-—j
En efecto, tomando k =i + j — m, la expresion anterior es equivalente a

j-1

(m+1) ( m+1 ) 1 (k—j+m+1)b
L\k=j+m/k—j+m+1 k "
Lo cual es equivalente a
j-1
(m+ 1)! B (m+ 1)! (k —j+m)!

j'(m+1-))! f__k:o(k—j+m)! G-—k+D! kI (m—1—))!

Simplificando, es equivalente a

Z)(/ K+ DUk
B G+ 1!
by = ]+1Zk'(j+1—k)!

j-
2 ]+1
k=0

Lo cual es cierto por la definicién de los nimeros de Bernoulli. Asi pues, los coeficientes d,;, j

satisfacen la segunda condicion del Teorema 3.

e Finalmente, se debe probar que

m
b =5 (o= X (Y (1

Lo cual es equivalente a

m—1 1 m-—1
m+1 _ Z m+ 1
b, Z b+1—m+1. (™ F ) b+ b,
i=1 =1
1 m-
_ m+1
T om+1 0( i )bl
l=
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o sea,

m-—
b, 2 m+1
i=0

Lo cual es cierto por la definicién de niumero de Bernoulli. Asi pues, por el Teorema 3 se

tiene que
m
Sa(n—1) = Z Ay e WML
k=0
donde
1
dm"_m+1(ml-cl_1)b"
es decir,
= = m!
Sm(n—=1) = T =Z Rm— kD™ o om
k= 0
=12.
donde
m-—1
by =1, (m“) k=12,..,m

o

j=
son los numeros de Bernoulli.

A continuacién, una lista de los primeros nimeros de Bernoulli

1 1 1
b0=1, blz_z, bz_g, b3=0, b4=_%, b5=0
1 1 5
b6:E y b7:0 y b8__% ) b9:0 B blo—% y b11—0

e Los numeros de Bernoulli y las series de potencia
De las definiciones de las funciones trigonométricas e hiperbdlicas complejas, se tiene que

(Bressoud, 2007)

el’z _ e—iz eiz + e—iz
senz :T , cosz :T
et —e % e‘+e?
senhz = — , coshz = —
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Por lo tanto,

cos z = cosh(iz) , sen z = —isinh(iz)

Teorema 5:SeaD = C — {Znni: nez-— {0}} ysea f: D — C la funcién definida por

1 ,siz=0
= A
f(@) —1,siz¢0

e? —

Entonces f ™ (0) = b, paratodon € {0,1,2,...}y

- b
fR =Y 2, <o
~ n:

Demostracion

Note que

z-0 Z - _y—{% Z(ez - 1) _E

z—0 z—0

Por lo tanto, f es analitica en D vy, el radio de convergencia de |a serie de potencia centrada

en z, = 0 de la funcién f es 2.

Suponga que

b
f(2) = k—'fzk .zl < 2m
k=0

Luego, como la serie es, absolutamente, convergente, se tiene que

oo () Bk -

Tomando j =i + k, se obtiene

i=1 j=i
Intercambiando las series, se obtiene
o J o J
_ J=
z= —z
ig- 1)'
j=1i=1 j=11i=1
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Comparando los coeficientes de las potencias de z, se tiene que

> b
f@=) 2, Jal<om
4 n!
es equivalente a
J b _
— =i (] = ;
bo=1, Zj! (i)_o, jE{23, ..}
=1
es decir,
j-1

_ 1 J \_
by =1, ﬁzbk(j—k)‘o
k=0

donde k = j — i. Finalmente, tomando m = j — 1, se obtiene que

f(z)=2%z” , |z| < 2@
n=0
es equivalente a
m
by =1, m’ﬁi’i be = 0
k=0
o sea
m
bo =1, Z(mljl)bk —0
k=0

lo cual es verdadero por la definicion de nimeros de Bernoulli. Asi pues,

[ee]
z n o
1= Hz , |z| < 2w
n=0

Luego, por la unicidad de los coeficientes de la serie de potencia de una funcidn analitica,
se tiene que

by=f™0) , nef{012,..}
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Teorema 6: Sean € Z,n > 2 un numero impar. Entonces b, = 0

Demostracion

SeaD ={z € C:|z| < 2w}y g: D — C la funcidn definida por
z N z

ez—1 2

9(2) =

Entonces, por el Teorema 5 se tiene que

by .z by
g(z)—Z)HZ +§—1+Zmz
n=

n=2
Probaremos que g es una funcidn par. En efecto,

z z_z(ez+1)

9@ =1t e -

_—z(e?+1)  z(ef+ 1) z(ef+1)
ICD =57 T T 20=en)  2eer-1) 9P

Por consiguiente, g es una funcién par. Esto implica que

b27’l+1 =0 , nhE {1,2,3, }

Teorema7:SeaD = {z € C: |z| < 2w}y g: D — C la funcién definida por

z z z(e*+1)
9@ = 1t 2@ -
Entonces
z z
g(z) = Ecoth (E) , Z€D

Demostracion

En efecto, sea z € D, entonces

NIN

zZ
z(e?+1) ze2(e?+1) zfe

2(e*—1) Ze_%(ez -1 e

9(z) =

NN
NIN| NN

= —coth

2 senh (%) 2

2

_zfeosh(3)) @
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Teorema 8: Sea D = {z € C: |z| < m}. Entonces

oy,
(2n)! ’

n=0

zcothz = neDbD

Demostracion

Por los Teoremas 5y 7 se tiene que

zcothz =g(2z) =1+ Z—(Zz)k ) |2z| < 21

= 2kp
=1+Z k gk . lzl<n

Como b; = bg = b, = -+ = 0, tomando k = 2n, se tiene que

22n 2n N 4’nb2
E 721 — n_s
zcothz=1+ (2 ) "—1+k_1 (Zn)!Zn

47
=Z n ,2n , Z€ED

Teorema 9: Sea D = {z € C: |z| < m}. Entonces

4)"p
cotz—Z( (Z)n)lzn n z€eD

Demostracion
Sea z € D. Entonces

cos z cosh(iz) ) )
cotz = = — — = j coth(iz)
senz —isenh(iz)

Luego, por el Teorema 8, se tiene que si z € D, entonces

zcotz = (iz)cot(iz) = , Lgflz):l (iz)?"
_ N (=1)™4"b,, n - (—=4)"b,, n
_;WZZ _; e *
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Teorema 10: Sea D = {z €C:|z| < g} Entonces

o (—1)™14n (4" — 1)b,, Lo
(2n)!

tanz =

n=1

Demostracion
De la identidad

tanz = cotz—2cot(2z) , =z€D
y del Teorema 9 se tiene que si z € D, entonces

o (—4)"by, o (s
ztanz Z ) z2n —nZ—(Zn)! (22)?

(411 _ 1)2271

(2n)! ( (2n)!

Luego, como tan(0) = 0, se tiene que

0
CNTED 3 (—1)™147 by,
n=0 n=1

o (—1)"14nh,, (47 — 1

tanz = ! )22”_1 ,ZED

Teorema 11: Sea D = {z € C:|z| < m}. Entonces

d (_1)n+12(22n—1 _ 1)b2n o
2n)! ’

ZCSCzZ =
n=0

Demostracion

De la identidad
cscz = cotz 4+ tan (E) , Z€D
2

y de los Teorema 9 y 10 se tiene que si z € D, entonces

Z( D" ban g, S (—1)™+147 (4" — )by, (E)Zn
2

zcscz )] +2n=0 2n)!
_ o (—1)"4" by, (4" — 1) (=D (4" = 2)by,
- (2n)! ll e Z (2n)! a

n=0
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B had (_1)n+12(22n—1 _ 1)
B (2n)!

2n

n=0

e Los numeros de Bernoulli y la funcion Zeta de Riemann
Con el uso del método de las fracciones parciales, Euler descubrié una interesante

expansion de la funcidén cotangente (Simmons, 1996). En efecto, observando que si

1 _ 1 _G G
x2-3x4+2 (x-2)(x-1) x—-1 x-2

entonces la constante C; se puede determinar multiplicando la expresién por x — 1y

reemplazando la x por 1y, similarmente, para C,; Euler extendié este analisis a la funcidn

CoOSTX

cotmx =
Senmnx

cuyo denominador tiene los ceros 0, +1, +2, ...

Obteniendo que

a - b c
cotnx=—+z< L + n )
X X—m x+n

n=1
donde
—1 b, =C —1 =1,2
a_T[ ] n — n_n_ ln_ )&
Por lo tanto,
1 1 1 1 1 1w 2
cotnx=—+—z< ):_ _Z
X T x—m x+n X T x2 —n?
n=1 n=1
De donde,

1 =1
ncotnx=;+2x2—

xZ_nZ
n=1
Tomando z = rx se obtiene
2~ 72 - 7?2
stz =145 ) S =1-2) s
n=1_2_n2 n=1
T
=1-2) e Q)| =12 0| D )
k=1 n=1 k=1 L\n=1
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Luego, como por el Teorema 9,

zcotz = z ( (‘;)n)b'm n—1+ z [((=D)"byp] =

2n
(2n)!
Por la unicidad de la expansidn en serie de potencia de la funcién z cot z, se tiene que

( 1)k+122k—1 2k

- 1 (= T
Z—k (2n)! bak

n:

paratodo k € {1,2,3, ...}

Definicidn: La funcidn zeta de Riemann, ¢(z), esta definida por

c@=i%

para todo z € C,Re(z) > 1, donde k% = e? "k

Observaciones:

1. De las expansiones en serie de potencia de la funcidn zcotz, se tiene que

© 1 (—1)m+122m=172m (2m)2m
o2m) = ) = s bam = 55 o

n=1

paratodo k € {1,2,3, ...}
2. Los numeros de Bernoulli de indice par se alternan en signo

3. Paraelcasom = 1, la funcion zeta de Riemann

=1 1 1 1
“2):21712‘1—27*?*
n=

Se conocen con el nombre de “Problema de Basilea”; propuesto por Pietro Mengoli (1626—
1686) en 1650 en su obra Novae quadraturae arithmeticae seu de additione fractionum vy,
resuelto por Leonhard Euler (1707-1783) en 1734 (Harper, 2003), (Muzaffar, 2013),

(William, 2023). Euler probé, usando los nimeros de Bernoulli que

(2)_51 1,11,
A A T

n=1
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En efecto, como Euler probd que

had 1 (_1)m+122m—1n.2m
s(2m) = Z n2m (2m)! bam

n=1

Param = 1, se tiene que b,,, = b, = -

(—1)2 -2 m? (1) w2

¢(2) = T

4. Conclusiones
e Observando el comportamiento de las sumas S,,(n — 1) para valores particulares

de m, Jacob Bernoulli conjeturd la formula

m m
1 m+1 , b! m! .
S (n—1 :_Z( , )b~ m—1+1zz_.— n-j+1
m(n=1) mr1L\ i L7 m—j+ D"
= j=

donde los b; son unos numeros racionales misteriosos independientes de m.
Posteriormente, Jacob probd que estos numeros, llamados nimeros de Bernoulli, estan

definidos, recursivamente, por

m-—
Z m+1  om=12, ..
i=0

e Los numeros de Bernoulli con indice impar mayor o igual a tres son ceros; o sea,
byn,+1 = 0paratodon = 1,2,3, ...[.] Ademads, los numeros de Bernoulli de indice par
se alteran en signo.

e Al utilizar la expansién en serie de potencia de la funcién z cot z, Euler dedujo la

formula

hod 1 (—1)k+122k=1p2k
Z nzk — (2k)!

n=1

by , k=123, ..

la cual le permitid resolver el famoso problema de Basilea

il—l+1+1+ m?
n? 12 22 32 6

planteado por Pietro Mengoli.
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