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Resumen: En este articulo, se investiga la existencia de cuadrilateros perfectos como una generalizacion de
los triangulos perfectos. Se definen los conceptos de cuadrilatero racional, cuadrilatero ciclico, se ilustran y
demuestran algunas de sus propiedades. Posteriormente, se presentan los aportes de Brahmagupta y
Kummer mas importantes relacionados al estudio de los cuadrilateros racionales. Finalmente, se presenta el
concepto de cuadrildtero perfecto y se demuestra, con la ayuda del dlgebra computacional, la existencia de
solo once cuadrilateros ciclicos perfectos.

Palabras clave: cuadrildtero racional, cuadrilatero ciclico, cuadrilatero perfecto.

Abstract: This article explores the existence of perfect quadrilaterals as a generalization of perfect triangles.
We define the concepts of rational quadrilaterals and cyclic quadrilaterals, illustrating and proving several of
their properties. Subsequently, we present the significant contributions of Brahmagupta and Kummer related
to the study of rational quadrilaterals. Finally, we introduce the concept of perfect quadrilaterals and
demonstrate, with the aid of computational algebra, the existence of only eleven perfect cyclic quadrilaterals.

Keywords: rational quadrilateral, cyclic quadrilateral, perfect quadrilateral.
1. Introduccion

El estudio de los cuadrilateros de lados y area racional ha fascinado a los matematicos
durante siglos, en algunas culturas el énfasis en la geometria ha sido desde el punto de vista

numeérico motivado por la geometria sagrada.
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La teoria matemadtica desarrollada en torno a la busqueda de cuadrilateros con
pardmetros que cumplan determinadas restricciones, ya sea que las longitudes de dichos
pardmetros sean numeros racionales y que, ademas, las areas sean numeros enteros o
racionales; es amplia y enriquecedora, teoria que pertenece actualmente a la parte de la
matematica llamada geometria aritmética.

Cuando se restringen los valores de las longitudes de los lados de los cuadrilateros y
su area a numeros racionales o enteros y, ademas, se exige la igualdad de la multiplicidad
del area y el perimetro, aparecen los conceptos de cuadrilateros racionales y cuadrilateros
perfectos. Conceptos que se generalizan a otras figuras geométricas y en otras

dimensiones.

2. Metodologia
Los cuadrilateros racionales ocupan un espacio significativo en la investigacion

matematica. Restringiendo el campo de estudio a los numeros enteros positivos y a los
cuadrilateros ciclicos aparece el concepto de cuadrildtero perfecto.

Primeramente, se introducen los conceptos de cuadriladtero racional y cuadrilatero
ciclico; con sus respectivos ejemplos, propiedades y teoremas.

Seguidamente, se presentan los aportes de Brahmagupta y Kummer al estudio de los
cuadrildteros racionales; para validar los resultados, se presentan ejemplos en los casos mas
importantes.

Finalmente, se realiza un analisis detallado sobre la existencia de cuadrilateros
perfectos; haciendo énfasis en las diferentes posibilidades y utilizando, en algunos célculos

y graficos, el apoyo del dlgebra computacional.

3. Cuadrilatero racional
Definicion 1: Un cuadrildtero cuyos lados, diagonales y drea son expresados por niumeros

racionales recibe el nombre de cuadrilatero racional (Dickson, 1971).

Observacion 1: La férmula de Herdn para el area de un tridangulo nos permite calcular el
area de un cuadrildtero si conocemos la longitud de los lados y una diagonal (dividiendo el

cuadrilatero en dos triangulos) (Delgado, 2023).
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En general, el area de un cuadrildtero se calcula a través de la féormula

A=\/(S—a)(s—b)(s—c)(s—d)—abcd cos? (%j, donde a,b,c,d son las longitudes de

los lados, s es el semiperimetroy 6,,6, son dos angulos opuestos del cuadrilatero.

4. Cuadrilatero ciclico
Definicion 2: Un cuadrilatero que se puede inscribir en una circunferencia recibe el nombre

de cuadrilatero ciclico (Pamfilos, 2024).

Observacion 2: Si el cuadrilatero es ciclico entonces su area se calcula a través de la formula

A= \/(s—a)(s—b)(s—c)(s—d) , donde a,b,c,d son las longitudes de los lados y s es el

semiperimetro.

Ejemplo 1: Si tenemos un cuadrildtero ABCD con angulos rectosen 4 y en C, entonces
el cuadrildtero ABCD es ciclico, ya que el circuncentro del tridangulo rectangulo BAD es
el punto medio E de la hipotenusa BD vy el circuncentro del tridngulo BCD), también es

el punto medio E. Luego, los cuatro puntos A, B, C, D pertenecen a la circunferencia

con centro en E yradio BE.

Figura 1
Cuadrildtero ABCD con dngulos rectosen A yen C.
A
O
B D
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Este caso especial en donde dos angulos internos opuestos de un cuadrilatero miden 90°
cada uno, se puede generalizar como se muestra en el siguiente teorema.

Teorema 1: En todo cuadrilatero convexo ciclico, sus angulos opuestos son suplementarios.
Inversamente, si en un cuadrildtero convexo dos angulos opuestos son suplementarios,

entonces el cuadrilatero es ciclico (Pamfilos, 2024).

Teorema 2: Sea ABCD un cuadrilatero convexo. El cuadrildtero ABCD es ciclico si y sélo

si ZCBD= ZCAD.

Teorema (Ptolomeo) 3: En todo cuadrilatero convexo ciclico ABCD, el producto de sus

diagonales es igual a la suma de los productos de sus lados opuestos:
|AC||BD| =| 4B||CD|+|BC]|| DA| (Pamfilos, 2024).

Demostracion: Dibujar DE, de modo que el angulo SEDC =S ADB.

Figura 2
Cuadrildtero convexo ciclico ABCD

Entonces los triangulos VDECy VDAB son semejantes y tienen dangulos iguales
respectivamente en D, B y C . De esta semejanza se sigue

|4B| |BD|
—=1— <  |4B||DC|=|BD||EC|
|EC| |DC|
También los tridngulos VDAE y VDBC son semejantes, teniendo angulos iguales
respectivamente en D, 4 y B. De esta semejanza se sigue

|AE| _|4D|

= <  |4D||BC|=|BD||4E|
|BC|  |BD|
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Sumando las dos ecuaciones por partes se tiene:

|AB||DC|+|AD||BC| =|BD||EC|+|BD||4E| = |BD| (|Ec| + |AE|) =|BD||AC]|.

5. Aportes de Brahmagupta a la construccidn de cuadrilateros racionales

Brahmagupta construyé cuadrilateros ciclicos racionales a través de la yuxtaposicion de dos
tridngulos rectdngulos racionales. La primera construccidn consiste en yuxtaponer dos
tridngulos rectangulos racionales después de igualar sus hipotenusas. El procedimiento es

el siguiente (Sujatha et al., 2011):

Figura 3
Primera construccidn del cuadrildtero ciclico racional ABCD

£+d2)

Q

D
Se parte de dos tridngulos rectangulos racionales, con parametrizacion

(¢*—d?, 2cd, ¢ +d?*) y (@ —b*, 2ab, a*+b?). Luego, se igualan las hipotenusas;
para lo cual se multiplica la primera terna pitagérica por (a’+5°) y la segunda terna
pitagorica se multiplica por (¢* +d”); de donde se obtienen los dos tridngulos rectangulos
racionales (& +0)(¢* =d?), 2¢d(a* +7), (a* +b7)(c* +d?)) y
((c2+d2)(a2—b2), 2ab(c* +d*), (a2+b2)(c2+d2)).

Ahora, se yuxtaponen ambos tridangulos rectangulos racionales formando el cuadrilatero

ABCD que se muestra en la Figura 3, el cual tiene como lados:

@ 0le)] https://revistas.up.ac.pa/index.php/antataura


https://revistas.up.ac.pa/index.php/antataura
https://creativecommons.org/share-your-work/cclicenses/

53. Vision Antataura, Vol. 9, No. 1, Junio — Noviembre 2025

AB :(a2 +l?2)(c2 —dz), BCcha’(a2 +b2), CD :(02 +a’2)(a2 —bz)
DA:2ab(c2 +d2).
El didametro AC tiene longitud (a2 +b2)(c2 +d2) y como el cuadrildtero es ciclico, del

Teorema de Ptolomeo se deduce que la otra diagonal también es racional.

La segunda construccidn se obtiene escalando dos triangulos rectangulos racionales con
ternas (a2 -b*, 2ab, a’ +b2) y (02 —-d?, 2cd, ¢ +d2) y uniéndolos a lo largo de BE

y ED para obtener un cuadrilatero, como se muestra en la figura 4.

Figura 4
Segunda construccion del cuadrildtero ciclico racional ABCD

C

2ab(c® + d?)

Procedimiento

1. Se multiplica la hipotenusa del primer tridngulo por cada cateto del segundo y esto

genera dos lados opuestos del cuadrilatero.
(a2 +b2)(02 —dz) =AB
(az +b2)(20d)=CD.

2. Se multiplica la hipotenusa del segundo tridngulo por cada cateto del primero y esto

genera los otros dos lados opuestos del cuadrilatero.

(02 +a’2)(a2 —bz):DA
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(c2 +a’2)(2ab) =BC
A continuacidn, se comprueba que el cuadrildtero anterior es ciclico, verificando que la
suma de los productos de los pares de lados opuestos es igual al producto de las diagonales:
(AB)(CD)+(D4)(BC)= (a2 +b2)(02 —a’z)(a2 +l)2)(2ca’)+(c2 +dz)(a2 —bz)(c2 +d2)(2ab)
= (ZCd)(a2 +bz)2 (02 —a’2)+(2ab)(c2 +d2)2 (a2 —bz)
- (2¢d) [(az—bz)z +(2ab) ]( ~d?)+(2ab)| (¢ =d*) +(2ed) |(a*=b?)
2cd

J ¢ (2a) [+ 2ab)(a b)) +(2e) ]

|-

2cd(2 d*)(a> =b*Y +(2cd)(c> ~d*)(2abY’ +(2ab)(a* —b*)(c* —d*)
b
G

cd) (c2 dz)(Zab (2ab)+
(a2 bz)(ZCd (2¢d)
)

( a’—b*)(2ab)(2cd)

+(2

a* - bZ) (2ab)(c* ~d?)(2cd)(2ab)
)

a* ~b*)+(2ab)(c* - d*)(4abed)

(¢ —d?)+(2cd)(a> ~b*)(4abed )

dabed)+(2ab)(¢’ —d*)(a> ~b%) (¢ ~d?)

b’)

(¢?-d%)

(c2 -d? +(2(:a’)(a2 —bzﬂ[4abcaf+(a2 —bz)(c2 —dzﬂ

+(2cd (a —b*)(4abcd) + (2c:d)( )(

En la verificacion anterior se utilizan las igualdades:
(a2 +b? )2 = (a2 ~b? )2 +(2ab)2
(02 +d2)2 :(62 —d2)2 +(2cd)2.

Al inspeccionar las diagonales, queda claro que esta construccion es diferente a la primera.
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Observacion 3: Chaturveda Prithudaka Swami, (850 d.C.), el famoso comentarista de

Brahmagupta, en su comentario de la obra de Brahmagupta da un ejemplo numérico que

se muestra en la Figura 5; tomando los tridngulos rectangulos con lados (3, 4, 5) y

(5, 12, 13) (Colebrooke,1817).

Figura 5
Representacion numérica del cuadrildtero ciclico racional ABCD

3

20

39 36

60

D
Ahora, se presenta una proposicion que exhibe cémo construir un cuadrilatero

racional con diagonales racionales uniendo dos tridngulos rectangulos racionales

cualesquiera, que es muy similar al espiritu de la segunda construccion de Brahmagupta.
Primeramente, se presenta un lema que muestra como construir tridngulos racionales

con area racional mediante la unidn de dos tridngulos rectdngulos racionales cualesquiera.

Lema 1: Sean VABE y VEFC dos triangulos rectangulos con lados racionales. Luego, se
reemplaza EFC por un tridngulo semejante, si es necesario, se puede suponer que
EF = EB.Entonces el triangulo ABC que se obtiene por la yuxtaposicion de los dos
triangulos rectangulos anteriores a lo largo de BE es un triangulo racional con area racional

(Sujatha et al., 2011).

Lema 2: Todo triangulo con lados racionales y darea racional se puede obtener

yuxtaponiendo dos triangulos rectangulos con lados racionales (Sujatha et al., 2011).
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Teorema 4 (Brahmagupta):

Sea ABC un tridngulo racional que se obtiene uniendo los tridangulos rectdngulos
ABE, BEC .Sea BE el segmento que pertenece al segmento que corta a la circunferencia
que circunscribe al tridngulo ABC en D. Entonces ABCD es un cuadrildtero con lados

racionales y diagonales racionales (Sujatha et al., 2011).

Figura 6
Cuadrildtero con lados racionales y diagonales racionales ABCD

Demostracion:

Los tridngulos 4ED y BEC son semejantes, por lo tanto AD = % = g—g .

Como BC, BE, EC son todos racionales, se tiene que AD, DE son racionales;

(AD:LBC, DE:LECJ_
BE BE
De manera similar, VCED : VBEA, y por lo tanto lj—IC;:%, de modo que CD

también es racional.

Resumiendo, se tiene que:

AB, BC, AC son racionales por hipétesis.
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AD, DC, ED son racionales por demostracion.

BE esracional por hipétesis, ya que el VABC es racional, por lo tanto, tiene area racional,
asi que BE tiene que ser un racional por ser la altura.

BE + ED es racional por ser suma de dos racionales.

Por consiguiente, se puede concluir que ABCD es un cuadrildtero con lados y diagonales

racionales.

6. Aportes de Kummer a la construccion de cuadrilateros racionales

Kummer, establece el siguiente lema.
Lema 3: Sea ABCD un cuadrildtero tal que todos sus lados y diagonales sean racionales.

Entonces BE, ED, AE, EC determinados por la intercepcidn de las diagonales, son

todos racionales (Sujatha et al., 2011).

La siguiente proposicidn de Kummer da una parametrizacion de cualquier tridngulo racional

con un angulo cuyo coseno sea un racional dado.

Teorema 5: Sea ABE un tridngulo racional. Sea el dngulo ® =R BEA y cosw=c. Sea

a=AB, =BE, a= AE . Entonces, para cualquier racional positivo arbitrario & las

2
2, 72 _
a , a +k*  « +c) -1 :
razones — y 3 estan dadas por _25_ y —:—(éZ ) . Esto parametriza

28 F 28

todos los triangulos racionales con un valor fijo ¢; aqui k? =1—c?.

Figura 7
Cuadrildtero ABCD con todos sus lados racionales y diagonales racionales.
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Kummer utilizé el teorema anterior para escribir una ecuacidn polinomial
indeterminada cuya solucidon conduce a cuadrilateros racionales. Noté que para construir
tales cuadrildteros bastaba con  construir cuatro  tridngulos  diferentes
AEB, BEC, CED, DEA con un vértice comun E y con una Unica condicién de
compatibilidad que se escribe a continuacién. Sean AB=a, BC=b, CD=d, DA=e¢
con un vértice comun E'. Supdngase, por el momento, que tal cuadrildtero existe. Sean, las
intercepciones de las diagonales, AE=a, BE =/, CE=y, DE =0. Repitiendo la
parametrizacion descrita en el Teorema 5 para el tridngulo ABE, para los tridngulos

CEB, CED y DEA se obtienen pardmetros racionales (77, V, x) tal que:

Para VABE Para VCBE Para VCED Para VDEA
a_stk b_m+k d_y+k e _XHk
B 28 B 2n 3 2y a 2x
a_(=cf-1] |y _(m=or-1| |o_(y+ey-1| |o_(x=e) -l
g 2 g 2 y T 2y o 2x

Esta eleccién implica una Unica condicion: que [%j (é} = % = éﬁ.

a y B
. 4 28 1 1711
Ejemplo 2: Sean ¢c=— =1 =3 === =1 = S=_"L_".
jemp ¢ 5’ ¢=l n=3 «a 25° p=L 7 5’ 1500

Multiplicando @, [, ¥, O por 1500, se obtiene:
a'=1680, B'=1500, y' =960, &6'=1711
Las longitudes de los lados son:
AB=1020, BC=2340, CD=1105, DA=3217
Las diagonales son: AC =2640, BD=3211

El 4rea del cuadrildtero es 2543112.
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7. Cuadrilateros Perfectos

En esta seccidn, se abordard el problema de la existencia de cuadrilateros perfectos; como
una generalizacién del estudio de los tridangulos perfectos, desarrollado anteriormente
(Delgado, 2023).

Se dara respuesta a la pregunta: ¢ Existirdn cuadrilateros ciclicos de lados de longitud entera

y drea entera cuyo perimetro es numéricamente igual a un multiplo de su area?

Definicion 3: Un cuadrilatero ciclico convexo de lados de longitud entera y area entera cuyo
perimetro es numéricamente igual a un multiplo de su area es un cuadrildtero perfecto

(Nelson, 1979).

En la busqueda de cuadrilateros perfectos, es natural preguntarse si existen cuadrados
perfectos; ya que todo cuadrado es un cuadrilatero ciclico; es decir, ¢ La relacion P=n4 se
verificara para algun cuadrado?

A continuacion, se presentan los calculos que permiten dar respuesta a esta interrogante.
Considérese un cuadrado de lado de longitud a € ¥ .

Luego,

P=4a, A:\/(S—a)(s—a)(s—a)(s—a) =a’.

Por lo tanto, se debe resolver la ecuacidn 4a = na”.

4a—na’ =0 a(4-na)=0<4=na.

Las tres soluciones de la ecuacion anterior son:

1) n=1, a=4; lacual corresponde a un cuadrado de lado de longitud cuatro que verifica
la relacion P=A.

2) n=2,a=2; la cual corresponde a un cuadrado de lado de longitud dos que verifica la

relacion P=24.
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3) n=4,a=1; la cual corresponde a un cuadrado de lado de longitud uno que verifica la

relacion P=4A4.
Por consiguiente, se ha probado la siguiente propiedad:

Propiedad 1: Existen tres cuadrados perfectos.

Ahora, se plantea la siguiente interrogante: ¢Existirdn rectangulos (no cuadrados)
perfectos?

A continuacidn, se presentan algunos calculos que permiten dar respuesta a esta pregunta.
Considérese un rectangulo de lados de longitud a,b,a,b¥ ,con a#b.

Luego,

P:2(a+b), Az\/(s—a)2 (s—b)2 =(s—a)(s—b)=ab.
Por lo tanto, se debe resolver la ecuacidn 2(a +b) =nab.

Casol: n=1.

2(a+b)=ab<>2a+2b—ab=0<2a+b(2—a)=0< b= 2"2.

a—

Note que a > 3.
Para a =3 se obtiene el rectangulo (3,6,3, 6) y de hecho es la Unica solucion posible para

valores impares de a; ya que el numerador siempre es par y no es multiplo del
denominador.
Ahora bien, si se reemplaza a =2¢, 2<t ¥ ; en la ecuacidn anterior se obtiene:

i = :i,tzz
2(z-1) t—1

Para ¢t =2, se obtiene a =b =4, caso ya estudiado.
Para t=3, resulta a=6 y b=3; de donde se obtiene el rectangulo (6,3,6,3); el cual es

congruente con el anterior.

2t .
Note que para ¢ >4, se verifica la desigualdad 2<—1< 3; por lo tanto, no existen mas

soluciones para a y b.
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Caso2: n=2.

2(a+b)=2ab<:>a+b=ab<:>a+b—ab=0<:>a+b(l—a)=0<:>b=il.
a—

Note que la ecuacion anterior sélo tiene solucién entera cuando a =2, caso que ya fue

estudiado en los cuadrados perfectos.

Caso 3: n=3.

2a
3a-2

2(a+b):3ab<:>2a+2b:3ab<:>2a+2b—3ab:0<:>2a+b(2—3a):0<:>b=

Para a=1, se obtiene el valor de b=2; la cual corresponde a un rectdngulo de lados de
longitud (1, 2,1,2) que verifica la relaciéon P=34.

Para a =2, se obtiene el valor de 5=1; la cual corresponde a un rectdngulo de lados de
longitud (2,1,2,1) que verifica la relacion P=3A. Esta solucién da un rectangulo

congruente al anterior.
Por otro lado, si a >3 se tiene que 2a <3a—2 vy por lo tanto, no se obtienen soluciones

enteras para b.

Caso4: n=4.

a

2(a+b)=4abc>a+b=2abc>b=2 1
a_

Note que la ecuacidn anterior sdlo tiene solucion entera cuando a=1, caso que ya fue
estudiado en los cuadrados perfectos.
Por consiguiente, se ha probado la siguiente propiedad:

Propiedad 2: Existen dos rectangulos (no cuadrados) perfectos.

Seguidamente, se analiza el caso general: ¢Existiran, adicional a los ya estudiados,

cuadrilateros perfectos?

Supdngase que tales cuadrilateros existen. Sean (a,b, c,d) los cuadrilateros buscados.
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Luego, se debe verificar la relacién P=nA para algin ne¥ ; donde P=a+b+c+d,

_a+b+c+d

Az\/(s—a)(s—b)(s—c)(s—d), K 5

Por lo tanto, se deben encontrar nimeros enteros positivos a,b,c,d,n tales que

a+b+c+d=n\/(s—a)(s—b)(s—c)(s—d), (1)
sujeto a las restricciones a+b+c>d, a+b+d>c, a+c+d>b, b+c+d >a.

Al sustituir el semiperimetro en la férmula del area, se obtiene:

(a+b+c+d j(a+b+c+d j(a+b+c+d j(a+b+c+d j
~a _p || 2 TCTE [ droTeTe g
2 2 2 2
(b+c+d—a](a+c+d—b}(a+b+d—c}(a+b+c—dj
2 2 2 2 '

A:i\/(b+c+d—a)(a+c+d—b)(a+b+d—c)(a+b+c—d).

A

A

Note que los cuatro factores de la cantidad subradical son positvos, debido a las
restricciones.
Sean
x=P-2a=b+c+d—a,
y=P-2b=a+c+d-b, (*)
z=P-2c=a+b+d-c, .
v=P-2d=a+b+c—-d
Luego,
xX+y+z+v=b+c+d—-a+a+c+d-b+a+b+d—-c+a+b+c—d
=b+c+d+c+d+a+a+b
=2a+2b+2c+2d
=2(a+b+c+d)
=2P

Por consiguiente, sustituyendo en (1) se obtiene la ecuacion:
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x+y+z+v:2n(i,/xyzvj

(x+y+z+v)2 :inzxyzv

4(x+y+z+v)2=n2xyzv (2)

Las restricciones a+b+c>d, a+b+d>c, a+c+d>b, b+c+d>a implican que
X, y,z,v>0.

Si la ecuacion (1) tiene una solucién entera a,b,c,d,n, entonces (2) tendra una solucion

correspondiente en la que x,y,z,v y P seradn todos pares o todos impares debido a las

relaciones (*)

Por consiguiente, para resolver (1) solo se necesita considerar aquellas soluciones de (2)

enlas que x,y,z,v y P serdn todos pares o todos impares.
Por otro lado, note que
y+z4+v—-x=P-2b+P—-2c+P-2d—-P+2a
=2P+2a-2b—-2c-2d
=2(P+a—-b-c-d)
=2(2a)
=4a
de donde se deduce que y+z+v>x y de manera similar x+z+v>y, x+y+v>z,
xX+y+z>v.

Ademas, se deduce que:

gortztv=x . xtz4v-y c:x+y+v—z’ goXtytz-v (T)
4 4 4 4

2 2

Ahora, supodngase (sin pérdida de generalidad) que x>y >z>v; de (2) se tiene que:

4( x+y+z+v)2

2
> =zv=2vV .,
n-xy

Observe que:

@ OO https://revistas.up.ac.pa/index.php/antataura



https://revistas.up.ac.pa/index.php/antataura
https://creativecommons.org/share-your-work/cclicenses/

64. Vision Antataura, Vol. 9, No. 1, Junio — Noviembre 2025

x(2y+z+v)2—y(x+y+z+v)2 :(x—y):vz—xy+2v(y+z)+(y+z)1
:(x—y):v2+2v(y+z)+(y+z)2—xy}

=(x-y) (v+y+z)2-xy}

\

0;
yaque x>y=>x—y>0y y+z+v>x2y:>(y+z+v)2 > XX > Xy .
Por consiguiente,

4(x+y+z+v)2 <4(2y+z+v)2 <ﬁ

2.2 2"
n'y n

2
nxy

, 4 8 . . .
Asi, zv<— y v<—. Estas desigualdades implican que para un determinado valor de n,
n n

los valores de z y v estdn restringidos a un numero finito de pares y valores. Como x>y
y y+z+v>Xx setieneque x—y<z+v, entonces para cada posible par (Z,v) resulta que
X —y solamente puede tomar los valores 0,2,4,6,L ,z+v—-2.

Sea x=y-+m, reemplazando en la ecuacion (2) se obtiene:

4( 2y+m+z+v)2 =n’yzv(y+m).

Para cualquier par (Z, v) se tiene, al considerar m=0,2,4,6,L ,z+v—2, un nimero finito
de ecuaciones cuadraticas en y para examinar en busca de soluciones enteras. Asi, (x,y)

puede tomar sélo un numero finito de valores y para cada » la ecuacion (2) solo tiene un

nuimero finito de soluciones bajo las restricciones establecidas.

Por lo tanto, la cantidad de cuadrilateros perfectos siempre es finita para n € ¥ .

Por otro lado, si n>4 entonces (Z,v) =(1,1), (z,v) :(3,1), (Z,v) = (2,2). En cada caso se
busca una solucién, recordando que x,y,z,v y P serdn todos pares o todos impares y que

X—y<z+w.
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Caso 1: (z,v)z(l,l). Dado que z y v son impares, entonces x,),P son impares y
x—y<2.Asique x=y.

X+y+z+v 2x+2
2

Por otro lado, P = =x+1; es decir, el perimetro es par (lo cual es una

contradiccion). Por lo tanto, no existe solucidn.

Caso 2: (Z,v):(3,1). Dado que <z y v son impares, entonces x,y,P son impares y
x—y<4.

X+y+z+v x+y+4
2

Ahora bien, P = ; el cual es impar sélo cuando x=y.

2
4(x+y+z+v
( 4 ) =zv y dado que y >3; se obtiene:

Luego, reemplazando en >
n-xy

2 4 2(3)+4Y
n2:4(2yw2“4) < ( ()j ) _400 .o
3y 3(3) 27

Por lo tanto, no existe solucién; ya que n>4.

Caso 3: (Z,v) :(2,2). Dado que z y v son pares, entonces X, y,P son paresy x—y<4.

X+y+z+v x+y+4
2

Por otro lado, P = ; el cual sélo es par cuando x=y.

4( x+y+z+v)2

Luego, reemplazando en =zv y dado que y > 2; se obtiene:

nzxy
2 2
e :4( 2y+4) S( 4+ZI) :ﬁ:l6.
4y2 (2) 4

Por lo tanto, se tiene una Unica solucion: (x,y,z,v) :(2,2,2,2) cuando n=4.

En resumen, a través de las argumentaciones anteriores, se han probado los teoremas
siguientes:

Teorema 6: La cantidad de cuadrilateros perfectos es finita paratodo n e ¥ .
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Teorema 7: No existen cuadrilateros perfectos para n>4.

Ahora, se analizan los casos n=1, n=2, n=3.

Observe que si x,),z,v son todos impares, de la ecuacion (2) se tiene que:
4( (22 +1)+ (2 +1)+(22' + 1)+ (20 +1)) =n® (22" +1)(2y" +1)(22'+1)(2V' +1)

‘ (x’+y'+z’+v’)2 .,
(2x"+1)(2y"+1)(22'+1)(2v'+1)

=4, n’>=9 ynounmultiplo de 16.

Por lo tanto, no existe solucién; ya que n° =1, n
A continuacion, se examina el caso donde x, y,z,v son todos pares.
Sean x=2x', y=2y, z=2z', v=2/.
De la ecuacién (2) se tiene que:
4( 20 +2y' +22'+2V') =160°xy'zV

16( x’+y'+z'+v')2 =16n’x"y'z"V'

( X+y'+z +v')2 =n’x'y'zV' (2’)

Por consiguiente, se deben buscar las soluciones enteras (positivas) de la ecuacion (2’),
sujeta a las restricciones: X'+)'+z'+V es par, y+zZ+vV>x, X+zZ+V >y,
X'+y'+v>Z, X+ Y+ >V
Suponga que x'>y'>z">v". Del andlisis que condujo a los ultimos dos teoremas, se

16 4
deduce que zV <—, V<— yx' -y <z+V.
n n

Con Wolfram Mathematica 12.0, se resuelve la ecuacion (2') con las restricciones

presentadas y se obtienen las siguientes soluciones:
Para n=1,

Figura 8
Ecuaciones de las soluciones para n=1en Wolfram Mathematica 12.
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In[1]:= Solve[(x+y+z+v)2-xyzv::B&&xzyzzzvzl&& X+yY+2Z>VE&& X+y+Vv>z&%&

X+V+Z>yY8&& v+y+z2>x8&& 162 2zv8_&& 42 V& X-y<z+V, {X,V, Z, v},Integers]

out(l= {{X >4,y —>4,z2->4,v->4}, {(XxX>6,y>6,2z2->3,v->3},
{Xx>8,y~>5,z>55,v>2}, {(x»>10,y »10, z >9, v>1}}

Para n=2,

Figura 9

Ecuaciones de las soluciones para n=2en Wolfram Mathematica 12.
In[2):= Solve[(x+y+z+v)2—4xyzv==0&&xzy2szzl&& X+Y+Z>VE&& xX+y+vVv>z8&&

X+V+Z>Y&&& V+y+zZ>x8&& 422zVv&& 22VvE&&X-y<z+V, {X,Y, Z, v},Integers]

outl= {{X->2,y->2,z2-52,Vv->2}}
Para n=3,
Figura 10

Ecuaciones de las soluciones para n =3en Wolfram Mathematica 12.
Solve[(x+y+z+v)2—9xyzv==0&&xzyzzzvzl&& X+y+zZ>VE&& X+y+Vv>z8&&

16 4
X+V+Z>y&& v+y+2z>x8&& ? 2 zvE&& 52v&&x—y<z+v, (% Vs Z, v},Integers]

({x->2,y—>2,z->1,v->1}}

Luego, utilizando (T) se obtienen los valores de (a,b,c,d); los cuales se resumen en la

Tabla 1:

Tabla 1

Valores de (a,b, c,d )
n (x’,y', z',v') (x,y,z,v) (a,b,c,d)
1 (4,4,4,4) (8,8,8,8) (4,4,4,4)
1 (6,6,3,3) (12,12,6,6) | (3,3,6,6)
1 (8,5,5,2) (16,10,10,4) | (2,5,5,8)
1 (10,10,9,1) | (20,20,18,2) | (5,5,6,14)
2 (2,2,2,2) (4,4,4,4) (2,2,2,2)
3 (2,2,1,1) (4,4,2,2) (1,1,2,2)

0o

https://revistas.up.ac.pa/index.php/antataura



https://revistas.up.ac.pa/index.php/antataura
https://creativecommons.org/share-your-work/cclicenses/

68. Vision Antataura, Vol. 9, No. 1, Junio — Noviembre 2025

Note que las soluciones (a,b,c,d)=(2,5,5,8) y (a,b,c,d):(5,5,6,14) también generan

los cuadrilateros (8,5,2,5) y (14,5,6,5).
Ahora, se presenta, en la Tabla 2, un resumen con los once cuadrilateros perfectos (no

congruentes) que existen:

Tabla 2
Resumen de los 11 cuadrilateros
(a,b,c,d) Perimetro Area n
(4, 4.4, 4) 16 16 |
(3, 6, 3,6) 18 18 1
(3, 3,6,6) 18 18 1
(2,5,5,8) 20 20 1
(5.5.6,14) 30 30 1
(14,5,6,5) 30 30 |
(8,5, 2,5) 20 20 1
(2, 2,2, 2) 8 4 2
(1.2.1,2) 6 2 3
(11,2,2) 6 2 3
(l, L1 1) 4 1 4

Asi, se ha probado el siguiente teorema:
Teorema 8: Existen once cuadrilateros perfectos.

Ahora, se presentan los dibujos de los once cuadrilateros perfectos:

Figura 11
Representacion de los 11 cuadrilateros perfectos.

1 3

2 2 2 2
1
1 2

1
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8. Conclusiones
Con lo desarrollado y demostrado, se puede concluir:

° La formula de Herdn juega un papel fundamental en la solucién de los problemas
relacionados con los cuadrilateros racionales.

° En el estudio de los cuadrilateros perfectos, se justifico la necesidad de considerar los
cuadrilateros ciclicos para que dicho estudio sea una generalizacion del caso de los
tridngulos.

° La busqueda de cuadrilateros perfectos se dividid en casos para clarificar y lograr
deducciones mas sencillas, dando como resultado la existencia de: siete cuadrilateros
perfectos cuyo perimetro es numéricamente igual a su area, un cuadrilatero perfecto

cuyo perimetro es numeéricamente igual al doble de su area, dos cuadrilateros
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perfectos cuyo perimetro es numéricamente igual al triple de su area y un
cuadrildtero perfecto cuyo perimetro es numéricamente igual al cuddruple de su area.
° Existen solamente once cuadrilateros perfectos.

° Seria interesante investigar sobre la existencia de pentagonos perfectos.
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