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Resumen: Sobre el plano horizontal o inclinado, el movimiento de un cuerpo de masa m; que parte del reposo
causado por otro cuerpo de masa m, que cae verticalmente a través de una polea atado en sus extremos por
un cordel, conlleva al estudio a la determinacion de forma indirecta del coeficiente de rozamiento cinético,
Uk, entre la superficie del plano y el cuerpo m; cuando éste mantiene movimiento rectilineo uniformemente
acelerado. Para ello, se construyeron posibles modelos matematicos de acuerdo a un control de las variables,
de manera que, el modelo matematico general de ambos planos que relacionan todas las variables para estas
situaciones permitiera seccionar en modelos particulares y, que de los cuales se fundamentaron a partir de
suposiciones que permitiera relacionar m,, m, y sen @ como variables independientes y, £ como variable
dependiente junto con los parametros que se mantuvieron contantes.

Palabras clave: plano horizontal, plano inclinado, movimiento, coeficiente de rozamiento.

Abstract: On a horizontal or inclined plane, the motion of a body of mass m;, starting from rest and caused
by another body of mass m, falling vertically through a pulley tied at its ends by a string, leads to the study of
the indirect determination of the coefficient of kinetic friction, p,, between the surface of the plane and the
body m; when the latter maintains a uniformly accelerated rectilinear motion. To this end, possible
mathematical models were constructed according to a control of the variables, so that the general
mathematical model of both planes, relating all the variables for these situations, could be divided into specific
models. These models were based on assumptions that allowed relating m,, m,, and sen 6 as independent
variables and t? as the dependent variable, along with the parameters kept constant.

Keywords: horizontal plane, inclined plane, motion, coefficient of friction.

1. Introduccién

En mecanica se examinan fuerzas, definida como “la medida de la interaccidon entre
los cuerpos o entre las particulas de las que éstos constan” (Yavorski y Pinski, 1983, pag.
63), que surgen al haber contacto directo entre los cuerpos como la fuerza de rozamiento.

Sin embargo, “toda fuerza tiene determinada direccién, con la particularidad de que la
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accion de la fuerza depende no sélo de su magnitud, sino también de su direccién” (Yavorski
y Pinski, 1983, pag. 66). Tal es el caso de la masa m_1 que mantiene contacto con la
superficie del plano cuando esta se mueve bajo la accién en caida de la masa m_2 (figura 1
y 3), por lo que la fuerza de rozamiento estd dirigida, con mayor frecuencia, en sentido

opuesto al vector velocidad (figura 2 b).

Figura 1l
Plano horizontal. Movimiento de masas variando m; o m, de acuerdo al control a través de
una polea sin friccion.

_—

El estudio se basa en determinar de forma indirecta el coeficiente de rozamiento
cinético variando my, m, y sen @, respectivamente en tres tipos de controles donde la
protagonista como variable dependiente para cada control es el tiempo. Ademas, se puede
sefalar suposiciones evidentes y no tan evidentes como: i) el cuerpo de masa m, estd unido
con la masa m, por medio de un cordel del algoddn inextensible y de masa despreciable; ii)
ambas masas (tablas de madera) no varian su magnitud si algunas de ellas se estilla al caer
al suelo; iii) la masa m, parte del reposo colocado justo antes que el sensor lo detecte; iv)
la relacion de desigualdad para las masas se mantiene de acuerdo al control de variables,
esto es, m; < m,; v) tanto m; como m, varian segun el tipo de control, pero permanecen
constantes cuando se varia dngulos; vi) el movimiento acelerado del sistema masa-polea se
realiza en linea recta, es decir, por el carril del plano; vii) la estructura que soporta el sistema
esta fijado a la mesa de trabajo; viii) la polea permanece fija, se desprecia su masa y la

friccidon que se genere con el cordel.
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Con lo anterior, “para confeccionar la ecuacién de movimiento es preciso, ante todo,
establecer qué fuerzas actuan sobre el cuerpo. Con ello, hay que aclarar el efecto de qué
fuerzas sobre el cuerpo dado hay que tomar en consideracién” (Savéliev, 1984, pag. 77).

Figura 2

Movimiento de m, sobre el plano horizontal. Fuerzas que actuan sobre los cuerpos de masa
m, y m, considerando que en el movimiento: a) no hay friccion en el sistema; b) existe
friccion en el sistema.

¥y
¥ .
—?J’ N & —TJ’
u T T frl o LT T
1 — ; < + —
vmlg' "mlj
AT T
I
mao Tnz
ym,g lng
a) b)

Por ejemplo, para el movimiento de m; sobre el plano horizontal (figura 2) la fuerza

m, g no participa en la ecuacién de movimiento cuando no hay friccién en el sistema (figura
2 a), en cambio, si participa cuando existe friccion fr puesto que éste es proporcional a la

fuerza normal N (figura 2 b), donde u; es el coeficiente de rozamiento cinético y “es
independiente del valor del area superficial en contacto (...)” (Roller & Blum, 1986, p. 140).
La tensién T en la cuerda y en consecuencia, el efecto por parte de la Tierra sobre la masa
m, (caracterizado por la fuerza m, g) produce una aceleracién en el sistema masa-polea y
por ende un cambio en la velocidad en magnitud y no en direccion.

Determinadas las fuerzas que actuan sobre los cuerpos, se construye la ecuacién de
la Segunda Ley de Newton. En el ejemplo, las ecuaciones respectivas para cada diagrama
de la figura 2, tendran el aspecto:

m,g = (m; + my)a (1)

Y,

m,g — um,;g = (m; + m,)a. (2)
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Ahora bien, considerando las condiciones iniciales del sistema, es decir, el cuerpo m,
parte del reposo v, = 0 m/s por lo que

v =at (3)

y, ademas se tiene una distancia fija, Ax, entre cada sensor (figura 4) que, al integrar

la ecuacion (3) con respecto del tiempo se tiene
1
Ax = Eatz. (4)

Despejando a de la ecuacion (4), luego sustituyendo en las ecuaciones (1) y (2) vy,
seguidamente despejando t? se obtiene
_ 2myAx + 2m,Ax

myg

t2

(5)

\Z

_ 2myAx + 2m,Ax
- myg —umyg

modelos matematicos generales para el estudio del movimiento del cuerpo m; sobre el

t? (6)

plano horizontal sin y con friccion, respectivamente. Suponer que no hay friccién en el
sistema tanto horizontal como inclinado es completamente absurdo, puesto que “la friccién
en el nivel microscopico es un fendmeno complicado en extremo, incluso bien pulida, esta
lejos de ser lisa” (Resnick, Halliday, y Krane, 2007, pag. 96; Savéliev, 1984, pag. 71). Las
leyes de fuerza que gobiernan la friccion del deslizamiento en seco (se intenta provocar
semejante deslizamiento) son empiricas y ofrecen predicciones aproximadas” (Resnick,
Halliday y Krane, 2007, pag. 96; Savéliev, 1984, pag. 71).

Andlogamente, un cuerpo m, esta en “descanso” sobre un plano inclinado del cual se
supone en dos situaciones que no hay friccion o que esté rugoso, cuya inclinacion
permanece constante (figura 3). Este cuerpo estd atado a otro cuerpo m, por medio de una
cuerday, por consiguiente, su tensién T hace que el cuerpo m, ascienda. Ademas, m; esta

sometido a fuerzas que se oponen al movimiento en direccién ¥, de las cuales participa
—
m, g sen 0, que es el componente de m, g, en el diagrama de la figura3 a)y b);y, frenla

figura 3 b) de la cual es proporcional a la fuerza de reaccién normal N ejercida sobre la
superficie y que se opone a la componente de m, g perpendicular al plano, esto es, N =

m; g coso.

@ 0le)] https://revistas.up.ac.pa/index.php/antataura


https://revistas.up.ac.pa/index.php/antataura
https://creativecommons.org/share-your-work/cclicenses/

75. Vision Antataura, Vol. 9, No. 1, Junio — Noviembre 2025

La fuerza de rozamiento }Tr) y m, g sen @ se opone a T (figura 3 b), de aquique T =
fr+ mygsenf. Conocidas las fuerzas que actian sobre los cuerpos (figura 3), se
confecciona

Figura 3

Movimiento de m, sobre el plano con inclinacion 6. Fuerzas que actuan sobre los cuerpos
de masa m, y m, considerando que en el movimiento: a) no hay friccion en el sistema; b)
existe friccion en el sistema.

a) b)
las ecuaciones respectivas de movimiento con la Segunda Ley de Newton y dichas
expresiones quedan como sigue:
m,g —my;gsenf = (m; + my)a (7)
\Z
m,g —myg(senf + pucos@) = (m; + my)a. (8)

De la misma forma, se despeja a de la ecuacidn (4), que luego sustituyendo en las
ecuaciones (7) y (8) se obtiene, al despejar t?, los modelos matematicos generales
respectivos para el movimiento del cuerpo m; sobre el plano inclinado con un angulo fijo

suponiendo que hay o no friccion. En efecto,

,  2mAx + 2m,Ax
"~ m,g —m,gseno

t (9)

Y,
2 2mqyAx + 2m,Ax
"~ myg —myg(sen8 + ucosB)

(10)
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Por otra parte, al ir aumentando de modo constante el angulo 6, el cuerpo m; le costara
. . - .
ascender sobre el plano inclinado puesto que la componente de m;g perpendicular al

movimiento aumenta a variar dngulos.

2. Materiales y métodos

Para el montaje experimental, se tiene un sistema construido por fisicos de la Escuela
de Fisica, del cual a partir de dos sensores separados cierta distancia, Ax, fija (figura 4) a lo
largo del

Figura 4
Montaje experimental. Fijacion de los sensores y la medicion al respecto de la distancia Ax.

carril por donde recorrera la masa m, y por ende mediran el tiempo que le toma en recorrer
dicha distancia. Sin embargo, este tiempo experimental mantiene dispersiones al momento
de realizar varias mediciones y para ello se registra en Excel, veinticinco tiempos para el
plano horizontal (figura 2) y once para el plano inclinado (figura 3). Con lo anterior, dicho
montaje estd basado en los modelos matematicos generales (5), (6), (9) y (10) para cada
plano, respectivamente y, el control de variables que, en si secciona a los modelos
anteriores en modelos matematicos particulares al mantener pardmetros constantes y

otras variables. En resumen, el control de variables se presenta como sigue en la tabla 1.
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Tabla 1
Control de variables que se tendrdn en cuenta para los distintos planos y sus respectivos
modelos.

Control de Variable Variable Parametros
Plano ) . . .
variables dependiente independiente constantes
10 2 mz, gr MI Axr 9
t m,
. 1.1 m,, g, Ax, 0
Horizontal
20 2 ml, g, l’ll Ax: 9
t m,
21 mlr g, Axi 9
3.0 my, My, g, 1, Ax
Inclinado t2 sen @ v M2 g, ¥
31 ml: er g; Ax

Nota. Los controles terminados en cero (0) corresponden sistemas con friccion.

Se ha mencionado en los apartados anteriores que, se considerara la no existencia de
friccion (absurdo) y la existencia de friccion del cuerpo de masa m; sobre los planos
horizontal e inclinado. Con ello, mas los modelos matematicos generales (5), (6), (9) y (10)
y, el control de variables de la tabla 1 se seccionan otros modelos matematicos particulares
debido a la simplificacién de términos al mantener parametros constantes. Por ejemplo, si
de la expresion (6) se mantiene independiente la variable m, y usando el control (2.0) (tabla

1) se tiene que, dividiendo entre 2m,Ax a cada término, dicha expresién queda como

1
1+ (0) m2

t? = 1 (11)

(I —

2m,Ax) "% 2Ax

o bien,
A+x

=_ = 12
Y Bx+C (12)

donde y = t? como variable dependiente y, A, By C representan contantes producto de la
simplificacion masiva. De manera similar, si se toma nuevamente la expresién (6) y se divide
cada término utilizando el control (2.1) se determina otro modelo matematico. Siguiendo
esta misma idea para las demas expresiones y control de variables restantes se hayan los
otros posibles modelos. En vista de lo anterior, se presenta en el cuadro 1, éste y demas

modelos simplificados y ordenados de acuerdo a la tabla 1.
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Cuadro 1.

Posibles modelos matemdticos producto de las simplificaciones masivas de los modelos

generales.

Modelo matematico general (5)

Modelo matematico general (6)

_2myAx + 2myAx

_2myAx + 2myAx

£2 £2
myg mpg —um, g
.. Var. Constantes
Control Divisor Modelo Ind. Var. dep. A B C
x+ A gm, ug
1.0 2m,A 2 -
A e ™ t e 20x 20x
x+ A gm;
1.1 2m,A t2  om, ==
m,Ax 5 my m, A%
A+x g ugm,
2.0 2m,; A t2 —_— —
™mA Bx+c ™™ ™ 20x 20x
A+x g
2.1 Zmle Bx m, t2 my m ------

Modelo matematico general (9)

Modelo matematico general (10)

_ 2myAx + 2m,Ax

2myAx + 2m,Ax

t? t2 =
mpg —mygsent m,g —m;g(sen + ucosf)
Control Divisor Modelo Var.Ind. Var.dep. 5 Constantes c
x+4 g m,g senf U
1.0 |Z2m,Ax m £2 m _ "
2 B+ Cx 1 2 2Ax A% ( +tan9)
x+A g m,g senf
1.1 |Z2m,Ax m £2 m _
77 B+ Cx ! 2 2Ax T oAx
At x m.g gseno U
20 |2m,Ax m £2 m _ 1
b Bx+C 2 1 2 Ax A ( +tan6)
A+x mig gsen@
2.1 (2mAx m £2 m B
Y Bx+C 2 1T 2Ax A%
x+4 mJg gseno U
2.0* m m t2 m _ 1
19 Bx+C 2 1 2 Ax 2 Ax ( +tan0)
x+4 mg gsenf
2.1* m m £2 m B
Y Bxxc 2 b 2Ax Ax
Control| Divisor Modelo Var. Ind. Var. dep. A Constantes 5
_ mg (1
30 20x(m; 1 send .2 m,g 20 (my + 1)
T |Fm) A+ Bx 20x(my + m,) u )
1 m,g Mg tan @
2Ax(my 5 ) L
1 - B
3 +m;) A4 Bx sen t 2Ax(my + m,) 20x(my +m,)

0o
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Nota. (*) indican que el modelo es practicamente el mismo que el control (2.0 y 2.1) salvo que ahora su divisor
esmyg.

3. Resultados y analisis

Luego de realizado las mediciones donde se varia m;, m, y sen 8 por separado, se
presenta los resultados respectivos de cada uno de ellos en la tabla 2 para el tiempo al
cuadrado como sigue. No sin antes describir las notaciones, en particular, de my.q y m,_3 las
cuales se refieren respectivamente a la masa m, sin variar; y, la masa m, con variacion al
agregarsele la tercera “guacha”. Todas estas han sido masadas diez veces debido a la
dispersion al momento de medirlas.

Tabla 2.
Resultados de t? producto de la variacién de las masas m, y m, y, sen 6.

Plano Variable Masas y angulos

Mo My, mp., mj.3 M4

Independiente m;(kg)
0,106 48 0,11807 0,12981 0,14184 0,153 84

HO(rAiZO”ta' Dependiente t%(s2) 0,324 0,321 0,340 0,354 0,372
X =
0,653 0 m) M2 mz., my., my3 my4

Independiente m,(kg)
0,13216 0,14424 0,15496 0,16706 0,179 04

Dependiente t?(s2) 0,273 0,254 0,247 0231 0,220
My My my., my_3 My 4
0,132 16 0,144 24 0,15496 0,167 06 0,179 04

Dependiente  t2(s?) 0,807 0,692 0,599 0,500 0,442

Inclinado |Independiente m,(kg)
(6 =30°

Inclinado  (Independiente sen® ©=10° 6=20° 6=30° 6=40° 0 =50°
(Ax =
0,6695m) | Dependiente t*(s?) 0,460 0,573 0,807 1,10 1,46

Nota. Debido a fallas en el sensor, se cambid el montaje experimental y por ende Ax también.

Ahora bien, se analiza los datos experimentales en el programa de SciDavis a partir de
los modelos particulares del cuadro 1. Asi, para el control de variable (1.0-1.1) (tabla 1), se

ajusta la grafica (figura 5) con sus respectivos modelos (1.0 y 1.1) (cuadro 1).
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Figura 5

Plano horizontal: Grdfica t? vs m,. Los modelos con (azul) y sin friccién (rojo) para el cuerpo

m, sobre plano horizontal se aproximan entre cada uno en el ajuste, pero sus constantes
difieren.

Plano horizontal: ¢ vs m,

Z E * Tabla2 .
_g 0.374  —— Modelo con fiiccion
= E — Modelo sin friccién

= ] A B c
£0354 833 347 87
30184 0917 e

0. ‘1 6
Masa m; (kg)

De aqui, se obtiene los valores experimentales para las constantes A, By C de las
cuales se comparan con los valores tedricos mostrados en la tabla 3.

Tabla 3

Plano horizontal variando m,;. Comparacion de los valores tedricos con los valores
experimentales

Modelo Modelocon Modelosin  Valores exp. Valores exp.

. Constante . L . . ., . pe g

particular friccion friccion con friccion sin friccion
x+ A A 0,132 0,132 83,3 0,184
B + Cx
B 0,993 0,993 347 0,917

x+A

B C ~7,50 4, - -787 -

Los valores experimentales obtenidos luego del ajuste en el caso para el modelo con
friccion llevan a valores superiores a los valores tedricos, donde y;, = 105, lo que esta
tedricamente fuera del rango entre 0 < y;, < 1. Ademas, en el caso para el modelo sin
friccion el porcentaje de error de la constante A esta en 39,3% lo que afirma lo anterior
dicho que, en cualquier contacto entre dos superficies sélidas por lo mas que esté “pulida”
o completamente lisa existira la fuerza friccidon en esa interaccioén.

Para el caso de control de variable (2.0-2.1) (tabla 2), se varia la masa m,
correspondiente al plano horizontal de la cual se obtienen los valores de las constantes A,

B y C (mostrados en la tabla 4) después de ajustar con los modelos (2.0-2.1) a la grafica

(figura 6) que se muestra a continuacion.
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Figura 6
Plano horizontal: Gréfica t? vs m,. El modelo con friccién donde el cuerpo m, es la variable
independiente ajusta perfectamente a los datos suministrados. Sin embargo, el modelo sin

friccion arroja valores por arriba de los cien mil.
Plano horizontal: t> vs m,

4028
& e Tabla2
_g 0.27 Modelo con friccion
%: 020 %0 0195 GB'O -0 -E'IO
E 0.25 346 296 2 B
= 0.24
=]
g0.23
592
S 022
0.21 T T T T 1
0.13 0.14 0.15 0.16 0.17 0.18
Masa m; (kg)
Tabla 4

Plano horizontal variando m,. Comparacion de los valores tedricos con los valores
experimentales.

Modelo Modelocon  Modelosin  Valores exp. Valores exp.
. Constante . .. . .. . . P
particular friccidn friccidn con friccion sin friccién
A+x A 0,106 0,106 —0,0195 3,46 X 10°
Bx+C
B 7,51 7,51 6,50 2,27 X 10°
A+x
Bx C -0,800 , - -0,440 -

A partir de la tabla 4, donde se ha variado la masa m, se afirma que el coeficiente de
rozamiento cinético entre la masa m; y el plano horizontal es u;, = 0,55, valor experimental
gue esta en el rango antes mencionado y, cuyo porcentaje de error experimental de la
constante B es 13,4% afirmando nuevamente que no es posible despreciar la fuerza de
friccion que existe entre el contacto del cuerpo de masa m; con la superficie del plano
horizontal.

Después de realizado el estudio sobre el plano horizontal, ahora toca el turno de
realizar la experiencia sobre un plano inclinado, primero manteniendo constante el dngulo
de inclinacion (tabla 2) y segundo, variando angulos. Sin embargo, para el estudio de
determinar el coeficiente de rozamiento entre m, y el plano inclinado, en este montaje no
se varia dicha masa por la experiencia dada en el montaje y estudio anterior. En efecto, se

varia la masa m, bajo el control de variables (2.0-2.1) y sus respectivos modelos
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particulares. Por consiguiente, se presenta la grafica (figura 7) y el ajuste del cual arroja los
valores de las constantes A, By C para cada modelo mostrado seguidamente en la tabla 5.

Figura 7
Plano inclinado: Grdfica t? vs m,. El ajuste del modelo con y sin friccion donde el cuerpo m,
es la variable independiente coincide aproximadamente en ciertos puntos experimentales.

Plano inclinado: t* vs m,

s Tabla2
= Modelo con friccién
—= Modelo sin friccion

A B C
556 11743 —872

0.13 0.14 0.15 0.16 0.17 0.18
Masa m; (kg)

Tabla 5
Plano inclinado variando m,. Comparacion de los valores tedricos con los valores
experimentales.

Val Val
Modelo Modelo con Modelo sin alores a ort.es
. Constante L., ... exp. con exp. sin
particular friccion friccion . .. © .
friccion friccion
A+ x A 0,106 0,106 556 556
Bx +C 4 4
B 0,780 0,780 1,17 X 10 1,17 X 10
x+ A
Bx + C C —3,66(1+1,73 wy) —3,66 —872 —872

De acuerdo al ajuste, se compara los valores tedéricos con los experimentales por lo
gue se tiene un error del 0,42% en los casos de la constante C para el modelo sin friccidn,
por lo que se considera practicamente no existir fuerza de friccién durante el movimiento.
Por tanto, el coeficiente de rozamiento supera el rango tedrico, esto es, y, = 137. Si bien,
de acuerdo a Serway, et. al (2018), “el coeficiente de friccién cinética varia con la rapidez
del objeto, de las cuales se ignoran (...) y, en especial cuando se trata de rapideces bajas, es
probable que el movimiento se caracterice por episodios alternos de retencién y
deslizamiento” (pdg. 109). Ademas, sefiala que el valor del coeficiente de madera sobre

madera es y;, = 0,2 aproximadamente (Serway y Vuille, 2018, pag. 109).
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Figura 8
Plano inclinado: Grdfica t? vs sen 6. Ajuste aproximado de acuerdo al modelo reciprocal con
y sin friccion de constantes A y B, variando dngulos.
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Finalmente, es hora de variar el angulo iniciando a partir de 8 = 10° hasta 6 = 50°. El
ajuste que aproxima a los datos experimentales de la tabla 2 es el modelo reciprocal del
control de variable (3.0-3.1) y como variable independiente sen 8. Dicho ajuste de la grafica
(figura 8) pronuncia valores para las constantes A y B de los modelos y, de las cuales se
comparan como muestra la tabla 6.

Tabla 6

Plano inclinado variando sen 8. Comparacion de los valores tedricos con los valores
experimentales.

Modelo Modelo con Modelo sin Valores exp. Valores exp.
. Constante . o . . e .
particular friccion friccion con friccion  sin friccion
1 A 4,06 4,06 2,23 2,23
A+ Bx -3,27
B ! —3,27 —1,79 -1,79

A partir de la comparacion de los datos para las constantes Ay B el error experimental
es del 45,1% para la constante Ay 45,3% para la constante B afirmando nuevamente lo que
se detalld en lineas anteriores. Asi, el coeficiente de rozamiento cinético al variar angulos
es Ur = 0,26. Ahora bien, el analisis realizado para los distintos modelos particulares
permite comparar los resultados de los coeficientes de rozamiento obtenidos en la tabla 7,

del cual se descarta dos de ellos.
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Tabla 7
Valores obtenidos del coeficiente de rozamiento cinético de acuerdo al control de variables.
Modelo particular ' Varlab.le Valor experimental
independiente de pu;
A+x
my 0,55
Bx+C
1
sen 0 0,26
A+ Bx

4. Conclusiones
Un cuerpo m, esta en “descanso” sobre un plano inclinado del cual se supone en dos
situaciones que no hay fricciéon o que esté rugoso, cuya inclinacion permanece constante.

Este cuerpo estd atado a otro cuerpo m, por medio de una cuerda y, por consiguiente, su

tension T hace que el cuerpo m; ascienda. Ademas, m; estd sometido a fuerzas que se
oponen al movimiento en direccién ¥, de las cuales participa m;gsenf, que es el
componente de m, g.

Al soltar el segundo cuerpo para ambas inclinaciones, se han descartado dos valores
de coeficientes por el hecho que el modelo no ajusté a las graficas o que los datos
experimentales no son lo suficientemente confiables por variaciones de temperatura u otro
fendmeno, e incluso, se podria afirmar que estos valores corresponden al coeficiente
estatico maximo. Sin embargo, los restantes coeficientes de rozamiento de las cuales estan

en el rango permitido, antes mencionado, mantienen una dispersién del 14,5%.
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