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Resumen

La ecuacion de la onda es un problema clasico en Fisica y Matematicas, ampliamente
aplicado al estudio de vibraciones, acustica y propagacion de ondas en medios circulares o
radiales. Esta ecuacion describe como una perturbacion se desplaza en el espacio y el tiempo.
A nivel regional, la mayoria de los trabajos se han centrado en geometria cartesiana, sin
embargo, al expresarla en coordenadas polares se incorporan términos adicionales que
reflejan la simetria radial y angular, lo que permite modelar fendmenos como la vibracion de
membranas circulares o la propagacion en medios cilindricos. Es por eso que el objetivo de
esta investigacion consistid en modelar la solucion de la ecuacion de la onda en coordenadas
polares mediante la aplicacion del método explicito de diferencias finitas implementado en
Python y asi desarrollar un esquema reproducible que permita simular y visualizar la
evolucion temporal de las ondas en medios con simetria radial. Para ello la metodologia
empled el método de diferencias finitas, discretizando tanto la variable radial como la angular
y construyendo una malla que facilita la simulacion temporal. Ademads, Python se utilizo
como herramienta principal por su flexibilidad y disponibilidad de librerias cientificas

(NumPy, Matplotlib), que permiten implementar algoritmos y generar visualizaciones.

El esquema numérico incluye condiciones iniciales y de frontera, esenciales para garantizar

estabilidad y realismo en la simulacion. Los resultados muestran patrones de propagacion
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coherentes con la teoria, evidenciando estructuras nodales y dindmicas oscilatorias propias
de medios circulares. Las visualizaciones obtenidas permiten analizar la influencia de

parametros como el numero de onda y el modo angular en el comportamiento de la solucion.

Estas investigaciones ayudan a fortalecer la comprension de fendmenos ondulatorios en
geometrias no cartesianas, aportan recursos pedagogicos valiosos para la ensefianza y la
investigacion, y promueven el acceso a metodologias avanzadas mediante software libre y a

impulsar aplicaciones en ingenieria, acustica, Optica y fisica computacional.

Palabras clave: ecuacion de la onda, coordenadas polares, método de diferencias finitas,

simulacion numérica, Python
Abstract

The wave equation is a classic problem in physics and mathematics, widely applied to the
study of vibrations, acoustics, and wave propagation in circular or radial media. This equation
describes how a disturbance travels through space and time. Regionally, most work has
focused on Cartesian geometry; however, expressing it in polar coordinates incorporates
additional terms that reflect radial and angular symmetry, allowing the modeling of
phenomena such as the vibration of circular membranes or propagation in cylindrical media.
Therefore, the objective of this research was to model the solution of the wave equation in
polar coordinates using the explicit finite difference method implemented in Python, thus
developing a reproducible scheme that allows the simulation and visualization of the time
evolution of waves in media with radial symmetry. To achieve this, the methodology
employed the finite difference method, discretizing both the radial and angular variables and
constructing a mesh that facilitates the time simulation. In addition, Python was used as the
main tool because of its flexibility and availability of scientific libraries (NumPy,
Matplotlib), which allow the implementation of algorithms and the generation of

visualizations.
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The numerical scheme includes initial and boundary conditions, essential for ensuring
stability and realism in the simulation. The results show propagation patterns consistent with
the theory, revealing nodal structures and oscillatory dynamics characteristic of circular
media. The visualizations obtained allow for the analysis of the influence of parameters such

as wave number and angular mode on the solution's behavior.

This research helps strengthen the understanding of wave phenomena in non-Cartesian
geometries, provides valuable pedagogical resources for teaching and research, and promotes
access to advanced methodologies through open-source software, thus contributing to the
democratization of knowledge and fostering applications in engineering, acoustics, optics,

and computational physics.

Keywords: wave equation, polar coordinates, finite difference method, numerical

simulation, Python
Introduccion

Se define la ecuacion de la onda como una ecuacion diferencial parcial de segundo
orden que describe la propagacion de ondas en el espacio y el tiempo (Morse & Feshbach,
1953). Se utiliza para modelar fenomenos fisicos como el sonido, la luz, las vibraciones
mecanicas y las ondas en fluidos o solidos, siendo esencial en disciplinas como la ingenieria,

la fisica aplicada y las ciencias computacionales (Morton & Mayers, 2005).

Se entiende por ecuacion diferencial parcial (EDP) aquella que contiene una funcion
multivariable desconocida, por ejemplo u(x,y,z,...), dependiente de variables

independientes y de sus derivadas parciales (Smith, 1985).

Este tipo de ecuaciones describen fendmenos fisicos como el calor, el sonido y la

dinamica de fluidos, entre otros.

Se representa una EDP de segundo orden genérica de la siguiente forma (Zill &

Cullen, 2009):
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0%u 2u 0%u ou
A(x»Y)W(x;Y) + ZB(X,)’) axay (x,}’) + C(XIY)a—yz(x:)’) + a(xIY)a(x’Y)

+ b(x,y) g—;(x, y) + cCe,y)ulx,y) = f(x,y) (Zill,2009)

En el contexto de la educacion superior, se reconoce que el uso de Python como
lenguaje de programacion potencia la ensefianza de métodos numeéricos, fomenta
competencias digitales en estudiantes e investigadores y permite comprender como las
ecuaciones diferenciales parciales modelan fendmenos fisicos reales (Allain, 2024;
Langtangen & Linge, 2017). Los principales desafios se relacionan con la discretizacion
adecuada de las variables radiales y angulares, la definiciéon de condiciones de frontera que

aseguren la estabilidad del método y la interpretacion de los resultados en términos fisicos.

Se estudia la ecuacion de la onda en coordenadas polares, y a partir de este enfoque
se identifican retos vinculados a la visualizacion de las simulaciones y a la simplificacion del
modelo sin pérdida de rigor matematico, con el proposito de que pueda ser utilizado en

entornos educativos (Holman & Kunyansky, 2010; Zhu & Zhao, 2019).

Se reconocen aplicaciones actuales del estudio de la ecuacion de la onda, entre ellas
la simulacién de fendmenos acusticos en recintos circulares, el analisis de vibraciones en
estructuras mecanicas y la propagacion de ondas electromagnéticas en antenas y guias de
onda (Morse & Feshbach, 1953; Mohanty, Kumar, & Dahiya, 2013). En todos estos casos,
el modelado en coordenadas polares ofrece ventajas al representar con mayor fidelidad la

geometria del problema.

Se destacan los aportes de este estudio en dos dimensiones: por un lado, la generacion
de un modelo computacional accesible y replicable que puede ser utilizado como base para
investigaciones mas avanzadas (Langtangen & Linge, 2017; Duarte Gonzalez, Pichardo
Silva, & Ramirez Mairena, 2019); por otro, la posibilidad de extender su aplicacion hacia
areas interdisciplinarias como la optimizacion de fracturamiento hidraulico en formaciones

no convencionales, la simulacion de membranas vibrantes, el analisis sismico en ingenieria
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civil, el estudio de ondas ultrasonicas en medicina y la modelacion de procesos energéticos.
De esta manera, se busca fortalecer la enseflanza de métodos numéricos en la region y ofrecer
una herramienta practica para investigadores interesados en el modelado de fendmenos

ondulatorios en geometrias no cartesianas.

El objetivo de esta investigacion consistio en modelar la solucion de la ecuacion de
la onda en coordenadas polares mediante la aplicacion del método explicito de diferencias
finitas implementado en Python. Esto permite posteriormente evaluar la estabilidad y la
convergencia del esquema numérico, analizar la capacidad del modelo para representar
fenomenos ondulatorios en dominios circulares y valorar su utilidad como recurso
pedagdgico en la ensefanza de métodos numéricos y en la formacion de competencias

digitales en estudiantes e investigadores.
Metodologia

Esta investigacion se desarrollo siguiendo un enfoque cuantitativo y computacional,

estructurado en las siguientes etapas:

Formulacion matematica: Se parte de la definicion de una ecuacién diferencial en
derivadas parciales (EDP), su clasificacion y los ambitos en los que se utilizan (Smith, 1985;
Morton & Mayers, 2005; Duarte Gonzdlez, Pichardo Silva, & Ramirez Mairena, 2019). Se
desarrolla la Serie de Taylor en varias variables, que constituye la base para el Método de
Diferencias Finitas aplicado a funciones multivariables (Belu & Belu, 2007; Langtangen &
Linge, 2017).

Posteriormente se definio la ecuacion de la onda en coordenadas cartesianas (Zill & Cullen,
2009):

U (x,8) = Puy, (x,t), 0<x<L, t>0

u(0,t) = 0, t>0
u(L,t) =0, t>0
u(x,0) = f(x), 0<x<L
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u(x,0) = g(x), 0<x<L

Posteriormente se defini6 la ecuacion de la onda en coordenadas polares, expresada como
una ecuacion diferencial parcial dependiente de las variables radial, angular y temporal. Se
establecieron las condiciones iniciales y de frontera necesarias para garantizar la estabilidad

del modelo (Holman & Kunyansky, 2010; Mohanty et al., 2013; Zhu & Zhao, 2019):
Uy + U + — Ugs = cug,
Condicion Inicial
u(r,6,0) = f(r,0)
Condicion de frontera (r = R)

u(R,0,t) =0

Periodicidad Angular

u(r,0,t) = u(r,2m,t)

Discretizacion mediante diferencias finitas: Se aplico el método explicito de diferencias
finitas, que establece un esquema numérico para resolver ecuaciones diferenciales parciales
(como la de la onda), en donde el valor de la solucién en el tiempo futuro se calcula
directamente a partir de valores conocidos en el tiempo presente y pasado, transformando las
derivadas espaciales y temporales en expresiones algebraicas discretas (LeVeque, 2007;
Behera & Behera, 2024). Se construy6 una malla bidimensional con coordenadas (ri, 9]-) que
discretiza tanto la variable radial como la angular, permitiendo simular la propagacion de la

onda en dominios circulares.
Q={(r0):0<r<R;0<6<2m}

Implementacion computacional en Python: El esquema numérico se codific6 en Python

utilizando librerias cientificas como NumPy para el calculo matricial y Matplotlib para la
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visualizacion grafica (Allain, 2024; Amadeusferro, 2023). Se disefiaron funciones que
automatizan la iteracion temporal y la representacion de los resultados, como

plot_snaphot(U, t), animate wave (U, times), scipy.special.jn(n, x).

Validacioén del modelo: Se verifico la estabilidad y convergencia del método mediante la
aplicacion de condiciones iniciales controladas y pruebas con diferentes parametros fisicos,
como el numero de onda, la frecuencia angular, la velocidad de propagacion, el radio, el
angulo y el tiempo. Se compararon los resultados obtenidos con soluciones analiticas
simplificadas y con comportamientos esperados de la teoria de ondas (Morton & Mayers,

2005; Morse & Feshbach, 1953; Berg, 2025).

Analisis de resultados: La interpretacion de las simulaciones graficas se realizé mediante la
generacion de representaciones de la solucion numeérica en coordenadas polares en distintos
instantes de tiempo. A través de estas visualizaciones se identificaron patrones de
propagacion radial, simetrias circulares y fendmenos de interferencia caracteristicos de las
ondas en geometrias radiales. Dichos patrones fueron contrastados con soluciones tedricas
conocidas de la ecuacién de onda, lo que permitid evaluar la capacidad del modelo para
reproducir fenomenos fisicos. Con base en esta comparacion se valoro la claridad con la que
las simulaciones ilustran conceptos fundamentales de propagacion de ondas, resaltando su
utilidad como recurso pedagogico en la ensefianza de métodos numéricos (Press et al., 2007;

Strikwerda & Nagel, 1986).

Al analizar la EDP de segundo orden se observa que en una region Q c R?, las EDP de

segundo orden se clasifican en (Smith, 1985; Evans, 2010):

Parabolicas si A= B2 — AC = 0 en Q.
Hiperbolicas si A = B2 — AC > 0 en Q.
Elipticas si A = B> — AC < 0 en Q.

Ecuacion tipo parabdlica:
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Un ejemplo de EDP parabdlica es la ecuacion de calor o difusion, utilizada para modelar el
flujo de calor a lo largo de una varilla de longitud L, en la cual la temperatura es uniforme en
cada seccion transversal. También se emplea para estudiar la difusion de gases (Zill & Cullen,

2009). La EDP que modela este fenomeno es:

ou 0%u

57 = @57 u= (1) (Zill. 2009)
u(x,0) = f(x)
u(0,t) = uy
u(L,t) =u,

Ecuacion de tipo hiperbdlica:

Un ejemplo de EDP hiperbdlica es la ecuacion de la onda. Los fenémenos oscilatorios de
diferente naturaleza, como las vibraciones de cuerdas y membranas, las oscilaciones
acusticas del gas en tubos y las oscilaciones electromagnéticas, se describen mediante
ecuaciones de tipo hiperbolico (Morton & Mayers, 2005; Morse & Feshbach, 1953). La mas
simple es la ecuacion de vibraciones de la cuerda, también denominada ecuacion ondulatoria
unidimensional (Zill & Cullen, 2009). Este tipo de ecuaciones se utilizan igualmente para
modelar la ecuacién de adveccion y la ecuacion de onda (Smith, 1985; Press, Teukolsky,
Vetterling, & Flannery, 2007).
0%u 0%u

U (0, 1) = Puy, (x,t), 0<x<L, t>0

u(0,t) =0, t>0
u(L,t) =0, t>0
u(x,0) = f(x), 0<x<L
u:(x,0) = g(x), 0<x<L
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Ecuacion de tipo eliptica:
Se determinan los procesos a ciclo fijo, en los cuales la funcion buscada no depende del
tiempo, mediante ecuaciones de tipo eliptico. Los representantes tipicos de estas ecuaciones

son la Ecuacion de Poisson y la Ecuacion de Laplace (Smith, 1985; Evans, 2010).
2 2
Ecuacion de Poisson ZTZ + Z—yz = f(x,y) donde f(x,y) es una funcion definida sobre una

region R de borde S.

. 9%u | 9%u ., . .,
Ecuacion de Laplace Pl 3 = 0 es una funcién definida sobre una region plana.

Estas ecuaciones se pueden escribir utilizando la siguiente notacion:

0°u  0%u

M=t —
u 6x2+6y2

donde u = u(x,y) (Zill.2009)

Serie de Taylor

La Serie de Taylor de una variable real se define como una serie de potencias que se prolonga
hasta el infinito, en la cual cada uno de los sumandos se eleva a una potencia mayor que la
del término antecedente. Cada elemento de la Serie de Taylor corresponde a la enésima
derivada de la funcion fevaluada en el punto a, dividida entre el factorial de n(n!), y

multiplicada por (x — a)™(Burden & Faires, 2011; Smith, 1985).

)
Foo =YW oy
n=0

n

La Serie de Taylor proporciona un método eficaz para aproximar el valor de una funcion en
un punto en términos del valor de la funcion y sus derivadas en otro punto (Burden & Faires,
2011; Smith, 1985). Para realizar esta aproximacioén se consideran Unicamente algunos
términos de la serie, mientras que el resto se interpreta como un error denominado término
residual. El nimero de términos que se incluyen en la aproximacion depende del criterio de

quien aplica la serie.
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En el caso de la Serie de Taylor en varias variables, la construccion es similar, salvo que cada

variable se acompana de su correspondiente derivada parcial. Por ejemplo:

af 0x
f@) + - (@)(x-a)+ @(a)(y —a) 4

En general, en m variables, si @ = (a4, ay, ds, ... a,,) €l polinomio de orden 1 es

0 0
F@) + 5 @00 = @) + 3 @ = @) + =+ 5 @) i = )

que se puede abreviar como

f(@)+ Z 5 @=a)

En dimension m = 2, con x; = xy x, =y, al igualar la expresion (1) a zse obtiene la
ecuacion del plano tangente. Esto es 16gico porque el plano tangente representa la mejor
aproximacion lineal de la funcion en el entorno del punto considerado (Burden & Faires,
2011). En dimensiones superiores, el resultado son hiperplanos tangentes, es decir, planos de
dimension m. Para el polinomio de orden dos, se debe tener en cuenta que el producto de dos
términos de grado 1, como xy, se considera de grado 2. En consecuencia, lo que se hace es
sumar a la expresion (1) los términos correspondientes, recordando que 2! = 2 (Smith, 1985;

Morton & Mayers, 2005).

10%f 1 9%f a*f
Eﬁ(a)(?ﬁ a1)2+§a X,0% z(a)(x1_a1)(x2_a2)+ +20 2 (@) (m — am)
El caso de dos variables, que es bastante comun, corresponderia a
1 62 2/: 2f
Z — 1.)2 il _ — 1.2 )2

47



Revista Colon Ciencias, Tecnologia y Negocios

S ISSN L: 2313-7819
o Vol. 13, N° 2 Julio — Diciembre 2026
pp- 38-66
Donde se h ¢ o0 _ 9 1 tod derivad i
onde S€ ha Supues (0] que axay = ayax N Cump (] porque odas sus daerivadaas son continuas.

Escrito con sumatorias, el polinomio de Taylor para una funciéon de dos variables es:

m 1mm
fan+y Len G- +§Zza @0 - a0y - @)
i=1

i=1 j=i

Este polinomio también lo podemos escribir de la siguiente forma
f(a,b) + f.(a,b)(x — a) + f,(a,b)(y — b)

1
+5 [fx (@, b)(x = @)* + 2fy (@, D) (x = ) (y = b) + fyy (@, D) (y = b)*

Ecuacion de 1a Onda en Coordenadas Polares

Ahora se transforma la ecuacion de la onda dada en coordenadas rectangulares en

coordenadas polares.
Ecuacion de la Onda en Coordenadas Cartesianas
— A2
U = C Uxy

En coordenadas polares (7, 6,t) es

0%u 16u+ 1 0% 0%
arz " ror  rzaez  © a2
A lo que es lo mismo
1 1

Upr +— U+ — Ugg = C°U
L 72 60 tt

Aproximaciones mediante Diferencias Finitas
Método de Diferencias Finitas

Se define el Método de Diferencias Finitas como un procedimiento de caracter general que

permite la resolucion aproximada de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales
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definidas en recintos finitos (LeVeque, 2007; Smith, 1985). Se caracteriza por su sencillez
conceptual y constituye un procedimiento adecuado para la resoluciéon de ecuaciones

bidimensionales (Morton & Mayers, 2005).

El primer paso para la aplicacion del método consiste en discretizar el recinto del plano en el
que se desea resolver la ecuacion mediante una malla, por conveniencia cuadrada. Los puntos
de la malla se separan una distancia h en ambas direcciones x ¢ y. Posteriormente, se obtiene
una aproximacion en diferencias de las derivadas primera y segunda utilizando inicamente
valores de la funcion. Dichas aproximaciones se pueden obtener mediante desarrollo en Serie
de Taylor o bien mediante interpolacion polindmica, por ejemplo, utilizando polinomios

interpoladores de Legendre (Belu & Belu, 2007; Duarte Gonzalez et al., 2019).

Diferencias Finitas en Coordenadas Cartesianas

n

ui 1,'—uln-
Uy = i) A]x L+ 0(Ax)
ut — umt
Uiy, — Ui
w, = 8 TN L (A2
x 2Ax (@x7)
Ujjr1 = Ui
U, = Ay + 0(Ay)
Ul —qyn
Uy = % + 0(At)
Uiy = 2Up; U
Uyy = v + 0(Ax?) Calor
no_ouMyy®
Uyy = % + 0(Ax?) Onda unidimensional
Cuftt = 2uf "
Uy = + 0(4t*) (Duarte,2019)

At?
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Diferencias Finitas en Coordenadas Polares
Discretizacion Explicita

Malla Espacial y Temporal

1; = iAr
0, = jAo
t" = nAt

Aproximaciones con diferencias finitas

Derivada temporal (segundo orden, explicita)

0%u  ulit —2ul +uli!
atz (Ab)?
Derivada Radial

2 n _ n n
or? (Ar)?

Derivada Angular

n

2 n o n
0"u  Ujjpq — 22U Ui

002 (A6)?

, . 10u
Término - —
r or

n n
1ou  1Upqj— Uy,
r;or 1 2Ar

En diferencias finitas, tenemos:

n n n
Ujpyj — 2U + U 1

2, (Ar)? + 2r;Ar (u?“'j ~ Uity )

iJj

— u{;-_l + c? At? I

1 u{fjﬂ — Zu?j + u{fj_l
r? (AB)?

l
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Condicion Inicial
u(r,0,0) = f(r,0)
Condicion de Frontera (r = R)
u(R,0,t) =0
Periodicidad Angular
u(r,0,t) = u(r,2m,t)
Problema propuesto para resolver por Diferencias Finitas en Coordenadas Polares

Problema Propuesto
u(r,0,0) = 16r> —8rsinf
u(0,6,t) =0

u(1,6,t)=0

u(r,0,t) = u(r,2m,t)
u:(r,0,t) = u.(r,2m,t)
u:(r,6,0) =0

Resultados

Utilizando Python para modelar el problema

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
import matplotlib.animation as animation

# Parametros fisicos y de malla

c=1.0

R=1.0

Nr = 120 # puntos radiales (incluye r=0 y r=R)
Ntheta = 180 # puntos angulares

dr = R / Nr
dtheta = 2*np.pi / Ntheta

# Condicidén CFL conservadora
dt 0.35 * min(dr, dr*dtheta) / (np.sqgrt(2) * c)
Nt 600

51



Revista Colon Ciencias, Tecnologia y Negocios
o ISSN L: 2313-7819

@ Vol. 13, N° 2 Julio — Diciembre 2026
pp- 38-66
# Mallas
r = np.linspace (0, R, Nr+1l) # i=0..Nr
theta np.linspace (0, 2*np.pi, Ntheta, endpoint=False) # j=0..Ntheta-1

rr = r[:, None]
tt = theta[None, :]

# Inicializacién

u=16.0 * rr**2 - 8.0 * rr * np.sin(tt) #
u_prev = u.copy() #
u next = np.zeros like(u)

u(r,o,0)
u t=0 -> u prev =u

# Indices angulares periédicos
jp = (np.arange (Ntheta) + 1) % Ntheta
jm = (np.arange (Ntheta) - 1) % Ntheta

# utilidades

def polar terms(u arr):
u rr = np.zeros like(u arr)
ur np.zeros like(u arr)
u tt = np.zeros like(u arr)

# Interior radial

u rr[(l:Nr, :] = (u arr([2:Nr+l, :] - 2*u arr[l:Nr, :] + u arr[0:Nr-1, :]) /
(dr**2)
u r[l:Nr, :] = (u_arr[2:Nr+l, :] - u arr([0:Nr-1, :]) / (2*dr)

# Angular periddico

u ttf[:, :]1 = (u arr(:, jpl - 2*u arr + u_arr([:, jm]) / (dtheta**2)
inv_r = np.zeros like(r)

inv r[l:] = 1.0 / r[l:]

inv_r2 = np.zeros_like(r)

inv r2[1:] = 1.0 / (r[l:]1**2)

return u rr, (inv_r[:, None])*u r, (inv_r2[:, None])*u tt

def step(u, u prev):
tl, t2, t3 = polar terms(u)
u new = 2*u - u _prev + (c**2)*(dt**2)*(tl + t2 + t3)
# Fronteras
u new([0, :] = 0.0
u new([Nr, :] = 0.0
return u_new

# Conversidén a cartesiano para visualizar
def to cart(u arr):
RR, TT = np.meshgrid(r, theta, indexing='ij"')
X = RR * np.cos(TT)
Y = RR * np.sin(TT)
return X, Y, u arr

# Figura y animacién

fig, ax = plt.subplots(figsize=(6,6))

X, Y, Z = to_cart(u)

pcm = ax.pcolormesh (X, Y, Z, shading='auto', cmap='RdBu r', vmin=-
np.max (np.abs(u)), vmax=np.max(np.abs(u)))

ax.set aspect('equal')

ax.set title("Ecuacién de la onda en coordenadas polares")
fig.colorbar (pcm, ax=ax)
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def init () :

pcm.set array(Z.ravel())
return pcm,

def update (frame) :
global u, u prev
u new = step(u, u prev)
u_prev, u = u, u new
X, Y, Z = to_cart(u)
pcm.set array(Z.ravel())
return pcm,

ani = animation.FuncAnimation(fig, update, frames=Nt, init func=init, interval=20,

blit=True)
plt.show (

Imagenes generadas por Python en tiempos distintos
A continuacidn, se presentan las graficas del campo escalar u(r,0,t) en distintos instantes de

tiempo.

Tabla 1
Parametros de simulacion

Parametro Valor
Radio del dominio (R) 1
Velocidad de onda (¢) 1
Puntos radiales (Nr) 120
Puntos angulares (N8) 180
Paso radial (Ar) 0.008333
Paso angular (A0) 0.034907
Paso temporal (At) 0.000072
Iteraciones simuladas (Nt) 300
Esquema numérico Diferencias finitas centradas,
2.° orden
Condicion de frontera Dirichlet homogénea (u=0)

Nota. Para cada iteracion se incluyen 2 tipos de visualizacion

Mapa de color con contornos superpuestos
Representa la amplitud mediante una escala cromatica (rojo = positivo, azul = negativo) con
lineas de contorno que delimitan regiones de igual valor.

Mapa de contornos (isolineas)
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de onda y patrones nodales.

Figura 1
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Figura 3

Mapa de color y de contornos t = 100
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Figura 4

Mapa de color y de contornos t = 150
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Mapa de color y de contornos t = 250
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La perturbacion inicial se propaga radialmente desde el centro del disco hacia la
frontera externa, con una velocidad consistente con el pardmetro ¢ = 1. En la frontera r =
R, los frentes de onda se reflejan debido a la condicion de Dirichlet homogénea (u = 0),
invirtiendo su signo y desplazandose de regreso hacia el centro. La interaccion entre ondas
incidentes y reflejadas genera patrones complejos de amplitud variable en el interior del
dominio. Se observa ademas la conservacion de la energia en el sistema discreto, dentro de

los margenes de precision del esquema numérico utilizado.

El esquema numérico explicito de segundo orden, garantiza la estabilidad del célculo
durante las 300 iteraciones realizadas. Las graficas obtenidas muestran de manera consistente
los contornos de amplitud, lo que permite un analisis detallado de la dindmica ondulatoria en
el dominio circular. La asimetria de la condicion inicial dependiente de sin(8)produce
patrones de propagacion no radiales, cuya dependencia angular persiste a lo largo de toda la

simulacion.
Visualizacion

La simulaciéon numérica de la ecuacion de la onda en coordenadas polares permitid
analizar la propagacion de una perturbacion inicial dependiente del radio y del angulo. En el
instante inicial t = 0 (Figura 1), el mapa de color con contornos superpuestos mostro el perfil
definido por u(r,8,0) = 1672 — 8rsin 6, con lobulos angulares bien marcados y valores
nulos en el centro y el borde. El mapa de contornos complemento esta vision al resaltar la

asimetria angular introducida por el término sinusoidal.

En la iteracion t = 50 (Figura 2), el mapa de color evidencio la expansion radial de la
onda con alternancia cromatica entre regiones positivas y negativas, mientras que el mapa de
contornos permitio identificar con claridad los frentes concéntricos en propagacion. A
medida que avanzd la simulacion, en t = 100 (Figura 3) se observaron interferencias
constructivas y destructivas en el mapa de color, y el mapa de contornos mostrd la
complejidad creciente de las curvas de nivel, confirmando la naturaleza oscilatoria del

fendmeno.
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En estados intermedios, como t = 150 (Figura 4), el mapa de color reflejo la
interaccion de la onda con la frontera externa, donde se produjo la reflexion. El mapa de
contornos revelo la superposicion entre ondas incidentes y reflejadas, con la aparicion de
nodos y antinodos incipientes. Posteriormente, en t =200 (Figura 5), la propagacion se tornd
mas homogénea; el mapa de color mostré la reduccion progresiva de la amplitud y el mapa

de contornos enfatizo la consolidacion de la simetria radial.

En t =250 (Figura 6), la alternancia cromatica entre regiones positivas y negativas se
intensifico en el mapa de color, mientras que el mapa de contornos destacod patrones nodales
mas definidos en el interior del dominio. Finalmente, en t = 300 (Figura 7), el mapa de color
mostrd un patrén estable con predominio de simetrias circulares, y el mapa de contornos
confirmo la periodicidad angular y la fidelidad del modelo numérico para reproducir la fisica

del problema.

Las imagenes correspondientes a los distintos tiempos de simulacion muestran como
la onda conserva estabilidad y coherencia en su propagacion (Holman & Kunyansky, 2010;
Mohanty et al., 2013). Dichos patrones son caracteristicos de las vibraciones en membranas
circulares y confirman la correcta implementacion del esquema numérico (Morse &
Feshbach, 1953; Zhu & Zhao, 2019). El uso de una condiciéon CFL fue fundamental para
garantizar la estabilidad del calculo durante las 300 iteraciones, tal como se ha sefialado en
Holman & Kunyansky, 2010; Mohanty et al., 2013). Asimismo, el empleo de Python
favorecio la integracion de rutinas de visualizacion y andlisis, lo cual enriqueci6 la
interpretacion de los fenomenos simulados y permiti6 validar la calidad de las soluciones.
Este enfoque no solo aporta un recurso didactico para la ensefianza de métodos numéricos y
fisica matemadtica, sino que también abre la posibilidad de extender el modelo hacia
aplicaciones mas complejas, como la propagacion de ondas en medios heterogéneos o bajo

condiciones de frontera dinamicas (Allain, 2024; Amadeusferro, 2023).

Aplicaciones practicas
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En Fisica, las vibraciones en tambores y placas circulares; en ingenieria, el analisis
de estructuras radiales sometidas a cargas dinamicas; en geofisica, la propagacion de ondas
sismicas en medios con simetria radial; y en la educacion, como recurso pedagogico para

ensefiar métodos numéricos y ecuaciones diferenciales parciales.
Limitaciones

La simulacién numérica de la ecuacion de onda en coordenadas polares ofrece
resultados claros y reproducibles, aunque es importante reconocer las limitaciones inherentes
al método utilizado. En primer lugar, el esquema explicito de diferencias finitas requiere
pasos de tiempo muy pequeios para garantizar la estabilidad. Esto implica un costo
computacional elevado, ya que se necesitan numerosas iteraciones para cubrir intervalos de
tiempo relativamente cortos. En problemas de mayor escala o en tres dimensiones, esta
restriccion puede volverse prohibitiva (LeVeque, 2007; Smith, 1985). La precision de los
resultados depende directamente de la densidad de la malla polar. Una discretizacion
insuficiente en la direccion radial o angular puede generar errores de truncamiento
significativos, afectando la correcta representacion de nodos y antinodos. Ademas, cerca del
origen, la presencia de términos singulares exige un tratamiento cuidadoso; de lo contrario,
pueden aparecer inestabilidades numéricas o distorsiones en la solucion (Morton & Mayers,
2005). Otra limitacion es la dificultad de extender el modelo a geometrias méas complejas o
condiciones de frontera no circulares. El esquema actual estd optimizado para dominios con
simetria radial y condiciones periodicas en el angulo, lo que restringe su aplicabilidad a
problemas con geometrias irregulares. Asimismo, la simulacién no incorpora efectos
disipativos ni condiciones materiales heterogéneas, por lo que no refleja fendmenos como la

atenuacion de ondas en medios reales (Morse & Feshbach, 1953; Zhu & Zhao, 2019).

Finalmente, aunque las visualizaciones obtenidas son Uutiles para comprender la
dinamica de la onda, la interpretacion cualitativa puede ocultar errores cuantitativos si no se

acompana de métricas de convergencia y conservacion de energia. Por ello, resulta
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fundamental complementar las graficas con analisis numéricos que validen la solidez de los

resultados (Allain, 2024; Duarte Gonzalez et al., 2019).
Conclusiones

El desarrollo de este trabajo permitid6 comprobar la pertinencia del método de
diferencias finitas como herramienta numérica para abordar la ecuacion de la onda en
coordenadas polares, un problema que presenta complejidades adicionales frente a su
formulacion en coordenadas cartesianas (LeVeque, 2007; Smith, 1985). La implementacion
en Python demostro ser flexible y eficiente, ya que permitiod la construccion de mallas radiales
y angulares, la discretizacion de derivadas parciales y la simulacion de la propagacion de
ondas en dominios circulares con relativa sencillez (Allain, 2024; Amadeusferro, 2023). Los
resultados obtenidos evidencian la capacidad del modelo para aproximar soluciones estables
y coherentes con el comportamiento fisico esperado, siempre que se respeten las condiciones

de estabilidad y convergencia propias del esquema numérico (Morton & Mayers, 2005).

En sintesis, el trabajo confirma que la combinacion de diferencias finitas en
coordenadas polares y herramientas computacionales modernas constituye una via solida
para aproximar soluciones de la ecuacion de la onda, contribuyendo tanto al ambito
académico como al desarrollo de aplicaciones practicas en ingenieria y ciencias aplicadas

(Morse & Feshbach, 1953; Duarte Gonzalez et al., 2019).
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  u ( x , y , z , . . . )


  A  ( x , y )     𝜕 2 u  𝜕   x 2  ( x , y ) + 2 B  ( x , y )     𝜕 2 u  𝜕 x 𝜕 y  ( x , y ) + C  ( x , y )     𝜕 2 u  𝜕   y 2  ( x , y ) + a  ( x , y )   𝜕 u  𝜕 x  ( x , y ) + b  ( x , y )   𝜕 u  𝜕 y  ( x , y ) + c  ( x , y ) u  ( x , y ) = f  ( x , y )         ( Zill , 2009 )  


    u  t t  ( x , t ) =   c 2   u  x x  ( x , t ) ,                 0 < x < L ,         t > 0


    u  ( 0 , t ) = 0 ,                                                               t > 0


    u  ( 0 , t ) = 0 ,                                                               t > 0


  u  ( L , t ) = 0 ,                                                               t > 0


  u  ( L , t ) = 0 ,                                                               t > 0


  u  ( x , 0 ) = f  ( x ) ,                                                 0 < x < L


  u  ( x , 0 ) = f  ( x ) ,                                                 0 < x < L


    u  t  ( x , 0 ) = g  ( x ) ,                                             0 < x < L


    u  r r +  1  r     u  r +    1    r 2     u  𝜃 𝜃   =     c 2   u  t t


  u  ( r , 𝜃 , 0 ) = f  ( r , 𝜃 )


   ( r = R )


  u  ( R , 𝜃 , t ) = 0


  u  ( r , 0 , t ) = u  ( r , 2 𝜋 , t )


   (   r  i ,   𝜃  j )


  Ω =  {  ( r , 𝜃 ) : 0 ≤ r ≤ R ; 0 ≤ 𝜃 ≤ 2 𝜋 }


  Ω ⊂  ℝ 2


  ∆ =   B 2 − A C = 0  


  Ω


  Δ =   B 2 − A C > 0


  Ω .


  Δ =   B 2 − A C < 0


  Ω .


  L


    𝜕 u  𝜕 t =   a 2     𝜕 2 u  𝜕   x 2 , u =  ( x , t )     ( Zill .   2009 )


  u  ( x , 0 ) = f  ( x )


  u  ( x , 0 ) = f  ( x )


  u  ( 0 , t ) =   u 1


  u  ( 0 , t ) =   u 1


  u  ( L ,   t ) =   u 2


  u  ( L ,   t ) =   u 2


      𝜕 2 u  𝜕   t 2 =   c 2     𝜕 2 u  𝜕   x 2 ; u  ( x , t )   ( Zill .   2009 )


    u  t t  ( x , t ) =   c 2   u  x x  ( x , t ) ,                 0 < x < L ,         t > 0


    u  t t  ( x , t ) =   c 2   u  x x  ( x , t ) ,                 0 < x < L ,         t > 0


    u  ( 0 , t ) = 0 ,                                                               t > 0


    u  ( 0 , t ) = 0 ,                                                               t > 0


  u  ( L , t ) = 0 ,                                                               t > 0


  u  ( L , t ) = 0 ,                                                               t > 0


  u  ( x , 0 ) = f  ( x ) ,                                                 0 < x < L


  u  ( x , 0 ) = f  ( x ) ,                                                 0 < x < L


    u  t  ( x , 0 ) = g  ( x ) ,                                             0 < x < L


    u  t  ( x , 0 ) = g  ( x ) ,                                             0 < x < L


      𝜕 2 u  𝜕   x 2 +     𝜕 2 u  𝜕   y 2 = f  ( x , y )


  f  ( x , y )


      𝜕 2 u    𝜕 x 2 +     𝜕 2 u    𝜕 y 2 = 0


  ∆ u =     𝜕 2 u  𝜕   x 2 +     𝜕 2 u    𝜕 y  2       d o n d e     u = u  ( x , y )     ( Zill .   2009 )


  f


  a


  n


  n !


     ( x − a )  n


  f  ( x ) =   ∑  n = 0 ∞      f   ( n )  ( a )  n !    ( x − a )  n


  f  ( a ) +   𝜕 f  𝜕 x  ( a )  ( x − a ) +   𝜕 x  𝜕 y  ( a )  ( y − a ) + …


  m


    a → =  (   a 1 ,   a 2 ,   a 3 , …   a  m )


  f  ( a ) +   𝜕 f  𝜕   x 1  (   a → )  (   x 1 −   a 1 ) +   𝜕 f  𝜕   x 2  (   a → )  (   x 2 −   a 2 ) + … +   𝜕 f  𝜕   x  m  (   a → )  (   x  m −   a  m )


  f  ( a ) +   ∑  i = 1  m    𝜕 f    𝜕 x  i  (   a → )  ( x −   a  i )          ( 1 )


  m = 2


    x 1 = x


    x 2 = y


  z


  m


  x y


  2 ! = 2


   1 2     𝜕 2 f    𝜕 x 2  (   a → )    (   x 1 −   a 1 ) 2 +  1 2     𝜕 2 f  𝜕   x 1   𝜕 x 2  (   a → )  (   x 1 −   a 1 )  (   x 2 −   a 2 ) + … +  1 2     𝜕 2 f    𝜕 x  m 2  (   a → )  (   x  m −   a  m )


   1 2     𝜕 2 f  𝜕   x 2  (   a → )    ( x −   a 1 ) 2 + 2 ∙  1 2     𝜕 2 f  𝜕 x 𝜕 y  (   a → )    ( x −   a 1 ) 2    ( y −   a 1 ) 2 +  1 2     𝜕 2 f  𝜕   y 2  (   a → )    ( y −   a 1 ) 2


      𝜕 2 f  𝜕 x 𝜕 y =     𝜕 2 f  𝜕 y 𝜕 x


  f  ( a , b ) +   ∑  i = 1  m    𝜕 f  𝜕   x  i  ( a , b )  (   x  i −   a  i ) +  1  2 !   ∑  i = 1  m    ∑  j = i  m      𝜕 2 f  𝜕   x  i 𝜕   y  j  (   a → )  (   x  i −   a  i )  (   y  j −   a  j )


  f  ( a , b ) +   f  x  ( a , b )  ( x − a ) +   f  y  ( a , b )  ( y − b ) +  1 2  [   f  x x  ( a , b )    ( x − a ) 2 + 2   f  x y  ( a , b )  ( x − a )  ( y − b ) +   f  y y  ( a , b )    ( y − b ) 2


    


   ( r ,   𝜃 ,   t )


      𝜕 2 u  𝜕   r 2 +    1  r     𝜕 u  𝜕 r +    1    r 2       𝜕 2 u  𝜕   𝜃 2   =     c 2       𝜕 2 u  𝜕   t 2


    u  r r +  1  r     u  r +    1    r 2     u  𝜃 𝜃   =     c 2   u  t t


  h  


  x


  y


    u  x =     u  i + 1 , j   −     u  i , j  n  n  ∆ x + 0  ( ∆ x )


    u  x =     u  i , j  n −     u  i − 1 , j  n  ∆ x +   0  ( ∆ x )


    u  x =     u  i + 1 , j  n −   u  i − 1 , j  n  2 ∆ x +   0  ( ∆   x 2 )


    u  x =     u  i + 1 , j  n −   u  i − 1 , j  n  2 ∆ x +   0  ( ∆   x 2 )


    u  y =       u  i ,   j + 1  n −     u  i , j  n  ∆ y +   0  ( ∆ y )


    u  y =       u  i ,   j + 1  n −     u  i , j  n  ∆ y +   0  ( ∆ y )


    u  t =     u  i , j  n + 1 −   u  i , j  n  ∆ t +   0  ( ∆ t )


    u  t =     u  i , j  n + 1 −   u  i , j  n  ∆ t +   0  ( ∆ t )


    u  x x =     u  i + 1 , j  n − 2   u  i , j  n +   u  i − 1 , j  n    ∆ x 2 +   0  ( ∆   x 2 )                   C a l o r


    u  x x =     u  i + 1 , j  n − 2   u  i , j  n +   u  i − 1 , j  n    ∆ x 2 +   0  ( ∆   x 2 )                   C a l o r


    u  x x =     u  i + 1  n − 2   u  i  n +   u  i − 1  n    ∆ x 2 +   0  ( ∆   x 2 )                   O n d a   u n i d i m e n s i o n a l


    u  t t =     u  i  n + 1 − 2   u  i  n +   u  i  n − 1  𝛥   t 2 + 0  ( 𝛥   t 2 )     ( D u a r t e ,   2019 )  


    r  i = i ∆ r


    𝜃  j = j ∆ 𝜃


    𝜃  j = j ∆ 𝜃


    t  n = n ∆ t


    t  n = n ∆ t


      𝜕 2 u  𝜕   t 2 ≈     u  i j  n + 1 −   2 u  i j  n +   u  i j  n − 1     ( ∆ t ) 2


      𝜕 2 u    𝜕 r 2 ≈     u  i + 1 , j  n − 2   u  i j  n +   u  i − 1 , j  n     ( ∆ r ) 2


      𝜕 2 u    𝜕 𝜃 2 ≈     u  i , j + 1  n − 2   u  i j  n +   u  i , j − i  n     ( ∆ 𝜃 ) 2


   1  r   𝜕 u  𝜕 r


   1    r  i   𝜕 u  𝜕 r ≈  1    r  i     u  i + 1 , j  n −   u  i − 1 , j  n  2 ∆ r


  2   u  i , j  n   −     u  i j  n − 1 +     c 2   ∆   t 2    [     u  i + 1 , j  n − 2   u  i j  n +   u  i − 1  n     ( ∆ r ) 2 +  1    2 r  i ∆ r  (   u  i + 1 ,   j  n −   u  i − 1 ,   j  n ) +  1    r  i 2     u  i , j + 1  n − 2   u  i j  n +   u  i , j − 1  n     ( ∆ 𝜃 ) 2 ]


  u  ( r , 𝜃 , 0 ) = f  ( r , 𝜃 )


   ( r = R )


  u  ( R , 𝜃 , t ) = 0


  u  ( r , 0 , t ) = u  ( r , 2 𝜋 , t )


  u  ( r , 𝜃 ,   0 ) = 16   r 2 − 8   r  sin ⁡  𝜃


  u  ( 0 ,   𝜃 ,   t ) = 0


  u  ( 1 ,   𝜃 ,   t ) = 0


  u  ( r ,   𝜃 ,   t ) = u ( r ,   2 𝜋 ,   t )


  u  ( r ,   𝜃 ,   t ) = u ( r ,   2 𝜋 ,   t )


    u  t  ( r , 0 ,   t ) =   u  t ( r , 2 𝜋 ,   t )


    u  t  ( r , 0 ,   t ) =   u  t ( r , 2 𝜋 ,   t )


    u  t  ( r ,   𝜃 ,   0 ) = 0


    u  t  ( r ,   𝜃 ,   0 ) = 0


  𝜽


  c = 1


  r = R


  u = 0


  sin ⁡ ( 𝜃 )


  u ( r , 𝜃 , 0 ) = 16   r 2 − 8 r sin ⁡ 𝜃

