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DEMOSTRACIONES DE LA IRRACIONALIDAD DE %/p ,my e.
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RESUMEN

El trabajo presenta demostraciones de la irracionalidad de %,n y e, utilizando
criterios elementales de la Matematica. La irracionalidad de los nimeros de la forma
’(/5 , p primo y n € Z*, queda establecida al verificar que éstos sean raices de un

polinomio, no nulo, con coeficientes enteros; mientras que la irracionalidad de ry e
se demuestra a partir de las herramientas elementales del célculo diferencial e
integral. Al hacer la transposicion didactica de algunas demostraciones que utilizan
criterios elementales de la Matematica, el trabajo propone pruebas alternativas a las

tradicionales o clasicas.

PALABRAS CLAVE Prueba, Irracionalidad de m, Irracionalidad de e, Irracionalidad

de %/p.

ABSTRACT
This paper presents proofs of the irrationality of % ,T 'Y e, using elementary criteria
of the maths. La irrationality of the numbers of the form % p primeandn € Z*, is

established by verifying that these are roots of a nonzero polynomial whit integer
coefficients; while the irrationality of m and e it is proved from the elementary tools

of differential and integral calculus. When doing the didactic transposition of some
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tests that use elementary criteria of the maths, this paper proposed alternative proofs

to the traditional or classical one.

KEYWORDS: Proof, Irracionality of &, Irracionality of e, Irracionality of T{/E

INTRODUCCION

Las primeras demostraciones, probables, de la irracionalidad de v2 y v/5 son de
caracter geométrico, y se reducen a establecer que el lado y la diagonal de un
cuadrado o de un pentagono regular, respectivamente, no tiene una unidad comun
de medida; es decir, no son conmensurables (Boyer,1986, p.107-108). Sin
embargo, las demostraciones tradicionales de la irracionalidad de v2,v/3, y V5 que
se presentan en los niveles preuniversitarios y en los primeros afios universitarios

consisten en suponer que estos numeros son de la formag , CON p y g primos entre

si; y llegar, a través de argumentos analogos, a la conclusién que p y g son multiplos
de 2,3y 5, respectivamente; contradiciendo el hecho que el maximo comun divisor

depyqesuno ((p,q)=1). Parademostrar lairracionalidad de m se continla con

S(Spivak, 1978, p.418).

esta tendencia, al asumir que w2

En este trabajo, lo primero que se hace es una transposicion didactica de la
demostracion geométrica de la irracionalidad de 2 presentada por Feldman y
Nesteresnko (1998, p.12-13); seguidamente se analiza el criterio que establece la
irracionalidad de ’ﬁ/E con tan solo verificar que estos nimeros sean raices de un
polinomio Monico con coeficientes enteros (Niven, 1985, p.15-16). Finalmente se
hace una sintesis de las demostraciones exhibidas por Niven (1985, p.16-19), Parks
(1986) y Castro (1989); en las cuales se emplean, principalmente, el teorema

fundamental del célculo y el teorema de Weierstrass.
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DESARROLLO

1. Pruebade lairracionalidad de v2 , por medio del Anadlogo Geométrico del
Algoritmo de Euclides para el maximo comun divisor de dos enteros.

Probar que el lado y la diagonal de un cuadrado no tienen una unidad comun de

medida, es equivalente a demostrar la irracionalidad de V2.

Definicion 1: Dos segmentos de longitudes a y b, respectivamente, se llaman

conmensurables si existe un segmento de longitud ¢ y dos numeros enteros

positivos n y m de forma que a=nc y b =mc. Dos segmentos se llaman

inconmensurables, si no son conmensurables.

Propiedad 1. Los dos segmentos tangentes a una circunferencia desde un punto

exterior son congruentes y determinan angulos congruentes con el segmento que

une el punto exterior al centro. (Figura 1)

Figura 1. Dos segmentos tangentes a una circunferencia desde un punto exterior

A AP = BP
£2CPA = «CPB

Fuente: Elaboracion propia (2021).
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El analogo geométrico del Algoritmo de Euclides, para el maximo comun divisor de

dos enteros, nos permite probar que el lado y la diagonal de un cuadrado no son

conmensurables.
Teorema 1. El lado AB y la diagonal BN de un cuadrado no son conmensurables.

Demostracion:
Para demostrar que el lado AB y la diagonal BN de un cuadrado no son

conmensurables, consideremos la figura 2:

Figura 2. Lado y diagonal de un cuadrado

Fuente: Elaboracion propia (2021)
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En el cuadrado ABCN, sea:
1) E el punto de interseccion de la diagonal BN vy el circulo centrado en B y
radio AB.
2) G el punto de interseccion del lado AN y la tangente al circulo descrito
en(l)enkE.

3) I el punto simétrico de E con respecto a la recta AN

Entonces, GINE es un cuadrado en donde:
4) EN = BN — BE = BN — AB, ya que BE = AB por ser el radio del circulo
descrito en (1).
5) Ladiagonal GN = AN — AG
= AB — GE
=AB — EN
=AB + AB — EN — AB
= 24B — (EN + AB)
= 24B — (EN + BE)
= 2AB — BN

Por la propiedad 1, AG = GE

Si AB y BN son conmensurables, existe un segmento de longitud ¢ contenido un

namero exacto de veces tanto en AB , como en BN ( AB=ncy BN =mc; n,mé€

Z*); y, por lo tanto, por 4) y 5), en EN y GN que son los lados y la diagonal,

respectivamente, del cuadrado GINE.

Si repetimos la construccion descrita en los puntos 1), 2) y 3); en el cuadrado GINE,

obtendremos el cuadrado mas pequefio MLNO; cuyo lado y diagonal son ambos

multiplos del segmento original de longitud c.

Continuando con estas construcciones, obtenemos una secuencia infinita de

cuadrados cuyos lados son multiplos del segmento original de longitud c, lo que es
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imposible, pues los lados de los cuadrados se aproximan a cero; por lo tanto, el lado

AB y la diagonal BN no son conmensurables.
2. Un criterio elemental para determinar la irracionalidad de ’{/5

Propiedad 2. (Teorema Fundamental de la Aritmética)

Todo numero entero positivo puede descomponerse como producto de factores

primos de forma Unica, salvo el orden de dichos factores.
Teorema 2. Si un nimero real a satisface la ecuacion
X"+ A XV b ap_ x4+ ap =0
Con coeficientes enteros, entonces a es o0 bien un entero o bien un nimero
irracional.

Prueba:

Supongamos que a € Q, es decir,

azs conp,q€Z,q>0y((pq) =1

n n-—1
O e (&) v =0
n n-—1 n-2
(g) = — <an_1 (S) + an_z (g) e+ a0>
n-—1 n-2
p"t = —q" (%-1 (g) +a,—; (g) ot a0>

p" = —q(an_1p" ' + an_2p"%q ...+ apq™ )

Tendriamos que,

Si g > 1, entonces cualquier divisor primo de g dividiria a p™ y por el Teorema

Fundamental de la Aritmética también dividiria a p, contradiciendo el hecho que
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(p,q) = 1. Luego q = 1, lo que establece que a es o bien un entero o un niamero

irracional.

Haciendo uso del teorema precedente se obtiene que:
v' Sines un entero que no es un cuadrado perfecto, vn es nimero irracional.

Para ello basta considerar la ecuaciéon x? —n = 0 y asi obtenemos, por ejemplo,

que: v2,+/3,+/5,4/7 son irracionales

v" Si m es un entero positivo que no es la n-ésima potencia de algin entero,

entonces \V/m es irracional.

Para ello basta considerar la ecuacion x™ —m = 0 y asi obtenemos, por ejemplo,

que: i/5, /3 son irracionales.

3. Pruebadelairracionalidad demy e.
Como sefiala Lagarias (2013), la primera prueba de la irracionalidad del nimero e
fue dada por el matematico suizo Leonhard Paul Euler en 1737; y la deduce a partir

de la expansion de e en fraccidén continua, determinada por él; a saber:

1

e=2+ 1

1+

1
14—

2+

1+ --
Por otro parte, Dorrego (2014) refiere que la primera demostracion de la

irracionalidad de w aparece en las Actas de la Academia de Ciencias de Berlin y fue
publicada por Johann Lambert en 1768; la cual se apoya en la expansion,

determinada por él, de tanx en términos de una fraccion continua; a saber:
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tanx =

A
=W
Rl
RI\]‘ =
—

Las pruebas que se presentan a continuacion, siguiendo la idea central del presente
trabajo, son una sintesis de las presentadas por Niven(1985, p.16), Parks (1986) y
Castro (1989).

Propiedad 3. (Teorema Fundamental del Calculo)

Supoéngase que f es continua sobre [a, b], entonces:

f:f(x) dx = F(b) — F(a) , donde F es cualquier antiderivada de f, es decir, F' = f

Propiedad 4. (Teorema de Weierstrass)
Si f:[a,b] > R es continua en [a,b], entonces f estd acotada superior e
inferiormente, es decir, existen M, N tal que N < f(x) < M, Vx € [a, b]
Definicién 2. (Funcién Especial para ¢ € R*)
Sea c € R*, f una funcion continua de [0, c] en Ry positiva en (0, ¢). Se dice que
f es una funcioén especial para c (F.E. para c), si existe una sucesion de funciones
fi, f2, .. de [0, c] en R, derivables en (0, ¢) tales que f{(x) = f(x), fi(x) = fi_1(x) ;
para todo k > 2 y tal que f(0), fi(c) son enteros paratodo k > 1.
Definicién 3. (Conjunto Especial de polinomios para ¢ € R")
Sea c € R*. Se dice que un conjunto P de polinomios sobre R es un conjunto
especial de polinomios para c si, Vg(x) € P;

9(0),9(c), g'(0),9'(c), ..., g*(0), g®(c), ..., € Z
Es decir, P= {g(x) € R[x]: g(0),9(c), g'(0),g'(c), ..., g*®(0), g®(c), ..., € Z}.
Ejemplo 1. SimneZt y ¢ = %; es claro que t(x) = m — 2nx € P
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Lema 1: Sean g(x), h(x) € R[x] , entonces

n

(GEREN®™ = > (1) 9" P ORM @)

k=0
Prueba: (Por induccién).
Paran =1
Sean g(x) =Y ,a;x* 'y h(x) =Yi_,bix'. Entonces
g' () =3X" 0+ Dagpxt , h(x) =3280 + Dbyqgxt, y
(g(0)h(x))" = g’ (x)h(x) + g(x)h'(x)

m—1 s—1
(9@hE)' = (Z i+ 1>ai+1xi> h(x) + g(x) (Z(i + 1)bi+1xi>
i=0 i=0

(g(h(X) = (B (G + Dagyx')(Tizo bix')
+(IRoaix’ )(ZiZoG + Dbyygxt)
= (a1by + byay) + (2a1by + 2a,by + 2b,ap)x + -+
+(m+ s)(agbhmss + A1bpmis—1 + A2bpmis_op o+
Am+sbo)
Zm+s 1d x]
Donde d; = (j + 1) )Xo aibj1_;
Por otra parte,
gOh(x) = (Thoaixt ) (Tiobix)
= agby + (apyhby + a1bg)x + -+ (apghpys + A1bpys_ 1 + -+
Anysbo)x™ ™S
— 7,+(.)s‘ C]xj
Donde ¢; = Zi:o a;bj_;
Luego,
(gEORG)) = PG + Dejpar!
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=31t (G + D X2 abjani) o
=2 dpx
Por lo tanto,
(g()h(x))" = g'()h(x) + g()h'(x)

I 1 1-0 1 1
(GER)Y = () 9 °@RE) + (1) gOR )
= Thoo (1) 9K @R ()
Supongamos que se tiene para n, Hipétesis de Induccion (H.1). Veamoslo paran +

1.

En efecto,

(9eh@) ™ = [(9ene)™]
= [z

= Xk=

( ) (n- k>(x)h<k>(x)] Por H.I.

o (1) (4™ RO @)

(9™ +DEORO @) + O )R (x) )

o () "D OR® @) + Ty (1) 970 ()AEHD ()
)g<n+1 DEORD ) + 332, I ) 9" OR® (o)
= g™ DO + T [(, 1 1) + ()] 9™ 0RO G0
+g©@ R ()

= g™ DR + o, (M

k

!

La dltima expresion se obtiene del hecho que: (k f 1) + (

) g @AM (x) + g ()R

)=("%)

n
k

n+1
k

Finalmente se tiene que,

(g()h())

(n+1) _ n+1

k

n+1
k=0

(
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Lema 2: Si g(x), h(x) € P, entonces g(x)h(x) € P.

La prueba se sigue del Lema 1.

Lema3.Seam,n€Z" y c= % , entonces:
K(m— k
gk(x)=% EP,VKkEN

Prueba: Por induccién
1. go(x) =1.Luego go(x) €P
2. Supongamos que gy_(x) € P.

Es evidente que g,(0) = gx(c) = 0; luego basta probar que g, (x) € P para, por la

misma definicion de P , concluir que g, (x) € P. Ahora bien:

gr(x) = %[kxk_l(m —nx)* — knx*(m — nx)*1]

= %xk‘l(m — nx)* k(m — nx) — knx]

1

= x*1(m — nx)*"1(m — 2nx)

T (k-1)!
= Gr-1(0)t(x)
Donde t(x) = m — 2nx ,del ejemplo 1.

Como g,_1(x) € P (H.) y t(x) € P, por el lema 2 se tiene que

r-1(x)t(x) €P
Luego, gr(x) € P.

Lema4. Sif esF.E parac, entonces:

focf(x)g(x)dx EZ;Vg(x) €P

Prueba.

Sea g(x) € P, con gr(g) =d ; se tiene, aplicando integracién por partes y la

propiedad 3 que:
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fo f)gx)dx = [f19 29"+ f39 + (=D%4+19 ]o

De donde, focf(x)g(x)dx € Z; Vg(x) € P.
Teorema 3: Si f es F.E para c, entonces c es irracional.

Prueba:

Sea f una F.E para c y supongamos que c es racional, es decir, ¢ = % .

de las generalidades, supongase que m,n € Z*

Por los lemas 3 y 4 se tiene que:

(*) Jy D gr(x)dx € Z

Como f'y gx son continuas es [0, c] y positivas en (0, c) se sabe que

(**) Iy F)gi(x)dx > 0

Sin pérdida

Ahora en vista de que la funcion h(x) = x(m — nx) es continua en [0, c] y positivas

en (0,c), al igual que f se tiene por el Teorema de Weierstrass que existen L >0y

M > 0 tales que:
f(X)SM y h(x)<L, Vxe|[0,c]

Luego,
k
0<[5 f()gu()dx < cM— VkeN

Pero, en vista de que

Lk
ALY

Existe N € N tal que VK > N,
Lk
0 <CME< 1

De donde, VK > N se tiene que:

0< focf(x)gk(x)dx <1

Contradiciendo (*), por lo que nuestra suposicion es falsa y c es irracional.
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Corolario 1. Sicosry senr son racionales, con 0 < |r| < m, entonces r es irracional.
Demostracion:
Si cosr y senr son racionales, existe m € Z* tal que m cos|r| y m sen|r| son enteros.
Sea f(x)=msenx, Vx€|[0,|r]] y fi(x)=—-mcosx, fo(x) = —m senx,
fz(x) =m cosx, f,(x) = msenx, fs(x) = —mcosx, fg(x) = —m senx, ....
Claramente f es una F.E para |r|, entonces |r| es irracional y por lo tanto r es
irracional.
Corolario 2. Sir € Q* y r # 1, entonces Inr es irracional.
Prueba.

i. Sir>1,Inr>0. Comore€ Q" existenmneZ" talquer =
Sea f(x) =ne*y f(x) = fi(x) = fo(0) = =+ = fil(x) = -~

Claramente f es una F.E para Inr, por lo tanto Inr es irracional
i. Sio<r<i1, % > 1, luego por (i) ln%es irracional y por lo tanto Inr = —ln%

es irracional.
Del corolario 1 se deduce que « es irracional ya que cosm = -1y senm = 0.
Del corolario 2 se deduce que e es irracional ya que, si fuese racional, se tendria en

vista de que e > 1 que Ine = 1 es irracional, lo que obviamente no es cierto.
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CONCLUSIONES
Las primeras pruebas de la irracionalidad de ciertos nUmeros no estan al alcance;
en muchas ocasiones, incluso, de los estudiantes de los primeros afios de la

Licenciatura en Matematica. Es necesario que el docente procure presentar pruebas

alternativas que sean accesibles a la mayoria de los estudiantes;

posteriormente, abordar las que se dieron inicialmente.
Algunos temas de investigacion para estudiantes de Matematica podrian ser la
deduccién minuciosa de la prueba de la irracionalidad de  y e hechas por Lambret

y Euler, respectivamente, asi como un estudio historico, cronolégico y comparativo

de pruebas de la irracionalidad de éstos y otros numeros.
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