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RESUMEN

En este articulo se investiga las funciones de variacion acotada. Se estudian las
propiedades basicas de estas funciones; en particular, se analizan los conjuntos

Cont(f)={xel:f es continua. en x}, Disc( f)=1-Cont(f) y Dif (f)={xel:f os
diferenciable en X}, donde | es un intervalo de R y f:i—>® es una funcién de

variacién acotada en | . También se estudia la relacién entre los conceptos de variacion
acotada y continuidad absoluta y se presentan algunos ejemplos que ilustran la teoria
desarrollada en este trabajo.

PALABRAS CLAVE: Funciones monotonas, variacion acotada, continuidad absoluta,
conjunto nulo, diferenciabilidad.

ABSTRACT

In this paper, the functions of bounded variation are investigated. The basic properties of

these functions are studied, in particular, the sets Cont( f):{xe I is continuous in X}

, Disc(f):I—Cont(f) and Dif(f):{XEI - is differentiable in X} are analyzed, where

| is an Interval of R and f:1— R is a function of bounded variation in | . The relationship
between the concepts of bounded variation and absolute continuity is also studied, and
some examples are presented that illustrate the theory developed in this work.

KEY-WORD: Monotone functions, bounded variation, absolute continuity, null set,
differentiability.

58



b »1”4‘“‘

4 REVISTA SABERES APUDEP vol.7, To.1 o L,

24 ISSN L 2953-321X Enero- Julio 2024 \‘;?i it 5]
SRBERES 0S]e) pp. 57-86 i@ﬂt
APUDEP

INTRODUCCION

Las funciones de variacion acotada en una variable fueron introducidas por primera
vez por el matematico francés Camille Jordan (1838-1922) en un trabajo relacionado con
la convergencia de las series de Fourier. Estas funciones son de gran importancia en el
andlisis real ya que estan estrechamente relaciones con las funciones mondétonas.
Ademas, permiten responder preguntas sobre la fundamentacion del analisis. Y ayudan
a extender teorias, como por ejemplo la teoria de integral de Riemann. La nocion de
variacion acotada también esta intimamente conectada con la nocion de continuidad
absoluta (Dunham, 2018), ( Edward, 1994).

El proposito de este trabajo es investigar las funciones de variacion acotadas,
resaltando sus propiedades basicas; en particular se analizan

Cont(f)={xel:f x}’ Disc( f)=1-Cont(f) y Dif (f)={xel:f

los conjuntos
es continua en

diferenciable en X} ,donde | esunintervalode R y f:1— R es una funcién de variacion
acotada. También se estudia la relacion entre los conceptos de variacion acotada y
continuidad absoluta y, se presentan algunos ejemplos que ilustran los conceptos
presentados. Este tépico es fundamental en la teoria del analisis real y ha sido bien
explorado, por lo que la mayoria de los resultados no son nuevos. Lo que es nuevo es el

enfoque.

PRELIMINARES

Definicién 1: Sea | unintervalo de R y f:1— R una funcion:

fes (estrictamente) creciente en | si para todo Xyel con X<Y se tiene que

f(x)<f(y) (f(x)<f(y))_
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fes (estrictamente) decreciente en | si para todo xyel con X<V se tiene que

f(x)>f(y) (f(x)>f(y))_

f esmondtonaen | si T es creciente o decreciente en |

iii.
Si el intervalo | puede ser dividido en un nimero finito de intervalos tal que f es
T se dice seccionalmente monétona en

mondtona en cada uno de ellos, entonces
I
_ ' o f(c—)=lim f (x)
Si f:I—R es creciente en | y C es punto interior de | entonces X—>¢ y

f(c+)=Ilimf
(c+)=li (x) existeny

f(c—)=sup{f(x):x<cj<f(c)<inf{f(x):x>c}="f(c+)

si T esdecreciente en ! entonces

f(c—)=inf{f(x):x<c}=f(c)zsup{f(x):x>c}="f(c+)

Definicién 2: Sea | unintervalo de R , f :i— R una funcién monétonaen | y Cun punto

interior de .

f en ¢ se denota por 9 y se define por

i. Elsalto aizquierda de

+

f en c se denota por O y se define por

ii. Elsaltoaderechade

ot =f(c+)-1(c)

i. Elsaltode T encsedenota por O, y se define por
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o, =0, +o, =f(c+)-f(c-)
Si | :[a, b], entonces

N _
0,=0, y o, =0,

Observe que si f:I— R es una funcién monétona en | y c es un punto interior de |,
f . . o .0.=0
entonces ' escontinuaencsiysolosi ¢ :

Teorema 1: Sea f:[a,b]—>R una funcibn monoétona en [ ' ] Entonces el conjunto

DISC( f ) - {X < [a,b]: f es discontinua en X} es a lo sumo enumerable.

Demostracion
. a,bl . : _
es creciente en [ ] (si f es decreciente, tome — T en lugar de f ).

f
¢ e[a, b]. Por lo tanto,

Suponga que
f . . o.>0
es creciente, se tiene que ¢ para todo

Como
Disc(f)={xe[a,b]:c, >0}
Para cada numero natural n tome puntos K Kgreen Xy tales que
A<X <X, <X <..<X <Db

. . t
Para cada ' 9=J=N tome puntos '} tales que

a=t,<x <t <x,<t,<..<t  <x <t =b
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como T es creciente en [a,b], se tiene que
GXJ <f (tj)_ f (tj—l), para 1<j<n
Por lo tanto,

0, +0, +..+0, Szn:(f(tj)— f(t;4))=f(b)-f(a)

=1

Esto implica que el conjunto

D, :{Xe[a,b]IO'X zé(f (b)-f (a))}

Disc(f):ODk

tiene a lo sumo K puntos. Luego, como k=1

numerable.

, se tiene que D es alo sumo

Definicion 3: Un subconjunto A de R tiene medida cero o es un conjunto nulo y se

m(A)= : : - . .
denota por ( ) O, si para todo € >0 existe una sucesion de intervalos abiertos

0

AclJ(ab) Dl(ab)=Y(b-a)<s

{(an’b” )}n=l tal que n=1 y n=1 n=1

00

Z(bn _an)

. El valor n

es llamado la longitud total de los intervalos (a"'b“), sin el requerimiento que estos

intervalos sean disjuntos dos a dos. Si una propiedad se satisface para todos los

puntos de un conjunto A, excepto posiblemente para los puntos de un subconjunto

de medida cero, se dice que la propiedad se satisface casi en todas partes (c.t.p) en

A.
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Propiedades:
1. Si AcBy m(B):O’ entonces m(A):O_
m(A):O_

2. Si A es un conjunto a lo sumo enumerable, entonces

A=A
n=l  es un conjunto

o0

3. Si {A"}nﬂ es una sucesion de conjuntos nulos, entonces

nulo.

Los siguientes resultados son debidos al matematico francés Henri Ledn Lebesque

(1875-1941) (Royden, 2010), (Grave, 2009), (Folland, 2007).

Teorema 2: Seaf:[a,b]—>R una funcion acotada. T es (Riemann) integrable en[ ’ ]

siy sélo si

m({xe[a’b]: f es discontinua en X})

0 sea que f es continua ctpen [ ’b].

Teorema 3: Sea f :[a,b]—w@ una funcién monétona. Entonces | es diferenciable c.t.p

en [a,b]
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Definicién 4: Sea | un intervalo de R y f:1— R una funcién

f es uniformemente continua en | si para cada € >0 existe un 6>0 tg) que
Xx—y|<&

‘f (x)-f (y)‘ <€ siempre que %Y <! sean tales que |

f es absolutamente continuaen | si para cada € >0 existe un 9 >0 tal que para

i.
toda coleccion finita de intervalos abiertos a, ‘)}i=1 disjuntos dos a dos en | con
n n
| f(b)-f(a)<e

Y (b-a)<s |
, se tiene que =

i=1

. . . f(x)—f <k|x—
iii. fes lipschitziana en | si existe una constante k>0 tal que‘ ( ) (y)\ | y|
,paratodo *Y<! Kk sellama la constante de Lipschitz.

Propiedades: Sea | unintervalo de ® , f,g:/—R funcionesy M >0

f escontinuaen!.La reciproca

1. Si T esuniformemente continua en | entonces

. N :[a,b] . f .
no es clerto, pero si es un intervalo cerrado Yy acotado Yy es continua

en |,entonces f es uniformemente continuaen | .

2. Si T es absolutamente continua en |, entonces | es uniformemente continua
| | o] —r
en |. La reciproca no es cierto. La funcién definida por
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s
T
xcos| — | , O0<x<1
f(x)= (ZXJ )

x=0

1

) . 01 .
es uniformemente continua en [] pero no es absolutamente continua en []

.(Gelbaum, 2003).

3. Si Tes lipschitziana en |, entonces T es absolutamente continua en |
f|, Mf, f+q, f -
1 9.f-9 ., 1

4. si T y 9 son absolutamente continuas en |, entonces
son absolutamente continuas en | . Ademas, si existe una constante € >0 tal que

f

para todo X€ | entonces 9 es absolutamente continua en | .

l9(x)|>

—h

5. Si T es diferenciable en I:[a,b] y ‘f'(x)‘ para todo Xe[a’b], entonces

es lipschitziana en [a,b] y, por ende, absolutamente continua en [ ' ]
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FUNCIONES DE VARIACION ACOTADA
Sea f:[a,b]—R una funcion y P:{XO =8 % X X :b}; una particion de [ ' ] 0

fp=a<k <X <<k = b. La norma de P se denota por ”P” y se define por

sea

IPl=max{s -5 y:i=12...1)
] se denota por p([a,b]). Para cada

La familia de todas las particiones de [

P:{Xo’ Xyeeey Xn}GSO([a’b]) denote

b
La variacion total de f sobre [ ’b] se denota por Va (f) y se define por

Vab(f):sup{vp(f): Pep([a,b])}
SVb(f)Soo

Claramente se tiene que

Definicion 5: Sea f:[«.h]—® una funcién. T es de variacion acotada en [ ’b] Si

VP (f)<o . . L
a ( ) . El conjunto de las funciones de variacion acotada en [ ' ] se denota

por v [a, b]; es decir,

Va.p]={f lab] = RIVI(F) <o)
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Ejemplo 1:
P(f)zo para toda

o Si f:la,p]—R es una funcién constante, entonces
V,)(f)=0 y feV[ab]

a

Pe @([a'b]). Por lo tanto,

e Sif:[a.b]—R esunafuncion monc’)tonaen[ ’ ],entonces P(f):‘f(b)_f(a)‘
v;(f)z\f(b)-f(a)\@oy f eV[a,b]

para toda P Ep([a'b]). Por lo tanto,

fiR—R
la funcién definida por

1 ,sixe @
f(x) = 0, sixel =R- 0

_ I .
y sea [ ’ ] con 8<b_ ComoR y '* sondensos en |, para cada nimero natural n se

puede construir una particién L :{XO’ Koo X X”+2} de [a,b] tal que %=a

veonlap] 1<i<n+l Xx,,,=b
Sl I eS par" ! n+2 . Luego,

% EIfn[a’b] siles impary

v, (f):"izjf ()~ 1 (%)

—f (Xl)‘Jr‘f (%) f (XZ)‘+"'+“ (Xpr) = T (%)

2[f (%)

Por lo tanto,

VZ(f) > SUP{VPH_:”E /\/}= 00
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f

Esto implica que no es de variacion acotada en todo intervalo ! :[a,b] de R, con

a<b

Teorema 4: Sea f:[a,h]— & una funcién y P={% X Xofe([aR]) g P og

refinamiento de P (o sea que Prep([ab]) y PcP'y, entonces Vo (F)<Ve(F)

Demostracion:
Como todo refinamiento de P se puede obtener agregando puntos a P, uno a uno, es
suficiente probar el teorema en el caso cuando se agrega justamente un punto; o

P'={Xgs Xperes X 31 € X}y X

sea, o) para algun 1= =N _como

‘f(xi)_ f (Xj—l)‘:‘f ()= (c)+ f(c)+f (XH)‘
<| (%)= ()] (c)+ F (x,.)

Se tiene que
n

VP(f):Z‘f (x)-f (Xi—l)‘

i=1

:‘f (%)~ f (Xj-l)\+g\f (%)= (%))

S‘f(xj)_f(xi—l)‘Jr f(c)_f(le)‘Jfg‘f (x)-f (Xi—l)‘

i#]
=Vp'( f)
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Teorema 5: Sea f:[«,b]—R una funcion y Ce(a’b). Entonces f eV[a,b] si y solo si

f eV[a,c] y f E[C’b] . Ademas, si f eV[a,b] entonces

VE(F)=VE(F)+VE(f)

a

Demostracion:

feV[a,b]. Sen Pep([ac])

Suponga que , entonces P :PU{b} es una particion de

[2.0] pdemas,
Vo (F)=V, (f)+|f(b)—f(c)<VS(f)
De donde
Ve (F) =V (F)=[f (b)=f(c)
Esto implica que
V(1) =sup{V, (F):Pep([ac]) <V (f)-[f(b)~f(c) <

f eV[ f eV[C,b]

o a,cl . .
Por consiguiente, ] Similarmente se prueba que :

P'=PU{c}

feV[ac] y f eV[C,b]_ Sea P < g([a.b]) . Entonces P’

Suponga que y sea
R=PN[ac]

. : . . a,c
es un refinamiento de P ademas es una particion de [ ]

P, =P"N[c,b] [c,b]y P'=RUP,

es una particion de . Por el Teorema 4 se tiene que

Vo (F)<Ve (F)=V, (F)+V, (F)<Ve(F)+V(f)
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Por consiguiente

VP (F)=sup{V, (f):Pegp([ab])}<Ve(f)+Vo(f)<w y f eV[ab]

Repllac]). Rep((cb])  P=RUP, Pep(fab))

Por otro lado, sean . Entonces

Ve (F)+V, (F)=Ve (f)<V)(F)

P, e go([c,b])

Luego, para cualquiera se tiene que

Ve (F)=sup{Vy (T):Rep([ac])<V>(f)-V, ()

De donde

P, e ([c.b])

para toda . Por lo tanto,

VE(£)=sup{V,, (f):P, e o([c.b])} <V2(£)-Ve(F)
y

V(1) V2 (1) <V2(1)

De todo lo anterior se tiene que
V()= (1) 4V (1)

A continuacién, se presentan algunas de las propiedades algebraicas de las funciones
de variacion acotada (Natason, 2016), (Krantz, 2018), (Orchinnikov, 2013)
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f,geV[ab] yKE R

Propiedades: Sean . Entonces:

1. T esacotada en [a,b]

2. Si [C’d]c[a’b], entonces feV[c,d]
f|, Kf, f+g, f-g, fgeV[ab]

1 Lev[an]

4. Si 9 esacotada en [a,b] , entonces 9

g Vo (f+9)<Vi(f)+V, (9)
6 Vo (Kf)=[KVZ(F)

b — —
7. Si T es mondtona en [a,b], entonces Va (f)_|f(b) f(a)|

8. Ve (f ):O siy sélo si f es constante en [a,b]_

Ejemplo 2: Sea f:[0,1]— R la funcién definida por

1 .
— , Sl X#1
f(x)=71-x
0 , six=1
como f es creciente en el intervalo [O’l), se tiene que f es creciente en todo
subintervalo cerrado de [0’1); por lo tanto, f eV[a,b] para todo [a, b]c[O,l). Sin

feV [O,l] f

embargo, ,yaque ' no esta acotada en el intervalo [0’1].
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Considere ahora la funcion g:[0, 1]—® definida por

xcos(ij , Sl 0<x<1
2X

g(x)=

0 , S x=0
g : [0y, . g T 0]

Note que es continua en , SIN embargo, Nno es de variacion acotada en

En efecto, para cada nimero natural n tome la particién

P =<0 , ,
2n 2n-1 2n-2

n

{,i B 1,1}
32

Luego,
1 1 1 1 1 1
\V/ =gl — |-qg(0)+ —g| — [|+---+ —|-ql] = |+ 1)-qg| —
7 (0) k(znj 9(0) g(zn—l) g(znj [zj g(sj ‘g() g(zj
1 1 1 1 1 1
= +—+ + e
2n 2n 2n-2 2n-2 2 2
1 1 1
=l+—+—+--+=
3 n
De donde

Vi (0) =500 (9):P < p{[a]} 2V, (9)=3

, . L, . . . Vol(g):oo
para todo namero natural n. Como la serie armonica es divergente, se tiene que

y 9 eV[01]
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f eV[a,b]

Teorema 6: Sea y seav:[a.b]—R la funcion definida por

v(x)= VY(f) , si a<x<b
0 , Sl x=a

a,b]

f son crecientes en [ '

entonces 'y V—

Demostracion:

Sean X% E[a’ b] con X < Xz, entonces por el Teorema 5,
VI (£)=VE(F)+V,2 (F)

De donde

Vaxz(f)_VaXl(f):VXTZ(f) 0 sea

(v=1)0a) =v(x) = (%) =v(%) = f (%) =(v=)(x,)

f es creciente en [a’b].

lo que implica que v~

73
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Corolario 1: Sea f:[a.b]—R una funcion. Entonces f eV[a,b] siysolosi T esla

diferencia de dos funciones crecientes.

Demostracion:
v y v—Tf <on

feV[a,b]_ Luego, por el Teorema 6, las funciones

Suponga que
f=v-(v-T)

crecientes en [a,b]_ Ademas,

Suponga que f es la diferencia de dos funciones crecientes. Entonces, por el Ejemplo
. . L . feV [a,b]
1y la propiedad (3) de las funciones de variacion acotada, se tiene que

Corolario 2: Seaf:[a,b]—n?@ una funcion. Si f eV[a,b]’ entonces | es la diferencia

de dos funciones estrictamente crecientes.

Demostracion:
f, f,
y crecientes en

a fev [a’b], entonces por el Corolario 1 existen dos funciones

Se
[a’b] tal que P=1- 2, Sean gl(x):x+ fl(x) y gz(x):x+ fz(x)_ Entonces 9 y

9, son estrictamente crecientes en [a’b] y F=0,- 92_

Observacion. Como toda funcién de variacion acotada puede escribirse como la suma
de dos funciones monoétonas, muchas de las propiedades de las funciones
monodtonas son heredadas por las funciones de variacion acotada. En particular, si

feVv [a, b] entonces:
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e Los limites f(c-) y f(c+) existen para todo

: sc( f : o
e El conjunto ( ) de las discontinuidades de T es alo sumo enumerable.

_ 2
2-’I] R la funcién definida por f(x)—sen X. Considere los

T Vs 3z 3r
ufpdld] | vl
2 2 2 y ? . Como f es

Ejemplo 3: Seaf:[”'

I, {0,
intervalos
I3 I4.
y 4; porel

. . I : .
creciente en los intervalos ' y 2,y decreciente en los intervalos

o I I _
f es de variacion acotada en 't, '2, '3y 4 Esto implica que

Corolario 1,
feV [0, 27r]

 Xel
e Si 1 entonces

 xel
e Si 2 entonces

f(x)-f (gj‘ =1+‘sen2x—1‘ =2 —sen?x

 Xxel
e Si 3 entonces

V(x)=Vy? (1)+V7 (£)+]F ()= T ()

2

:1+1+‘sen2x—0‘ =2+ sen®x
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e Sj Xe I“, entonces

v(x)=V, (f)+Vg(f)+Vﬁ7(f)+

2

=1+1+1+ ‘senzx —1‘ =2 —sen’x

NN

Asi,
sen’x , xel, 0 , Xel,
2—sen’x , xel 2-2sen’x , xel
v(x)= 2 o (v=H)= 2
2+sen°x , Xel, 2 , Xel,
4-sen’x , xel, 4-2sen’x , xel,

FUNCIONES DE VARIACION ACOTADA Y CONTINUIDAD

Sea f:[a,b]—R una funcion de variacién acotada y v:[,b]— R la funcion definida por
0 , Si x=a

V(X):{v;(f) , si xe(a,b]

En el Teorema 6 se prob6 que V' es una funcion creciente en [a,b] y
v(y)-v(x)=V{(f)

siempre que @<X<Y=b aAdemas, V=T es una funcion creciente. Esto implica que los

ce(a,b) f(a+)

limites laterales f(C_) y f(c+) existen para todo . También y

f(b-) existen.
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Teorema 7: Sea f:[a,h]—R una funcion. Si fev [a,b] y Xe(a'b), entonces

V(x+)=v(x)=|f (x+)—f ()

Demostracion:

Sea % e(a,b) y denote L :‘f (XO +)_ f (X° )‘ Sea €>0, entonces existe un 9 >0 tal que

Xy <X<Xg+0
S entonces

Sea P'= P_{XO}. Entonces PIE@([X“b]) y

Ve (F)=Ve () =[f (%)= (%)

Ademas,
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Por lo tanto,
V(%) =v(%) =5 <[f (%)= T (%)

&
f(x)—f(x)<L+=
para todo " con R0 perg como| ()= 1 00) 2

se tiene que
V(x)—v(X)< L+§+§=L+g
Pero también se tiene que

L-&< L—§<|f(x1)— f (%) SV2(F)=v(x)-V(%)

De donde,

L—e<v(x)-Vv(X)<L+e

. X < X< X, +0
En conclusién, se ha probado que si ™ 0"~ entonces

L—e<v(X)-V(x)+L+e
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Por consiguiente

V(% +) V(%) = L=[f (% +) = f (%)
Asi,

V(x+) =V (X) = [ (x+)= ()

para todo Xe (a’ b) .

La segunda igualdad se prueba de manera similar.

Corolario 3: Sea f:[a,b]—n@ una funcidon de variacion acotada en [a’b] y Ce[a’b].

f V' es continua en ©.

Entonces T es continuaen ¢ si y solo si
Demostracion:
Es una consecuencia directa del Teorema 7.

. ., L . a,b
Corolario 4: Sea f:[a,b]—>R una funcion de variacion acotada y continua en [ ]

f

Entonces puede inscribirse como la diferencia de dos funciones crecientes y

continuas.

Demostracion:

Esto es una consecuencia directa de los Corolarios 1y 3.

Teorema 8: Sea f:[a.b]—R una funcién absolutamente continua en [a,b]. Entonces

f es de variacién acotada en [a,b]_
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Demostracion:
Sea €=1.como T es absolutamente continua en [ ' ] existe un 9>0 tal gue para

toda coleccion finita de intervalos abiertos {( a ‘)}i=1 disjuntos dos a dos en [ ' ]

Sh-a)s  t(a)-f(a)<!
con it , Se tiene que i=1 .

<0 para todo

X =2 %, X, .. X, =b una particion fija de [a,b] tal que 7 it

P
Sea
Q=% ,< o, < Q, < ..< Q =X X 4, X
0 M ML T2 k=% una particion de ['*1 '].

Zk:‘ f(o)-f (ai_l)‘ <1

. Por consiguiente, it

i =1 2, ..., n ] Sea

K
Qa—ay)=x-%,<5

Entonces =
% <
V. ( f )_l. Luego por el Teorema 5,

Xiq

. Esto

implica que

Vb(f):VXf(f)+fo2(f)+---+VX:§1(f)Sn

a

feVv [a,b]

Como n es fijo, se tiene que

Corolario 5: Sea f:[a,b]—® una funcién absolutamente continua en [ ’ ] Entonces

f puede escribirse como la diferencia de dos funciones crecientes y continuas.

Demostracion:
Esto es una consecuencia inmediata del Corolario 4 y el Teorema 8.

FUNCIONES DE VARIACION ACOSTADA Y DIFERENCIABILIDAD
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Como por el Corolariol, toda funcion de variacion acotada se puede escribir como la
diferencia de dos funciones crecientes, por el Teorema 3 toda funcién de variacion

acotada en [ ’b] es diferenciable c.t.p en [a’b]. Luego, por el Teorema 8, toda
[a.b]

funcién absolutamente continua en [ ' ] es diferenciable c.t.p en

Del teorema del valor medio se deduce que, si f :[a, b]—>R es una funcion diferenciable
. f'(x)<M
en [a,b] y existe un M >0 ta| que [7(x) para todo * [a, ] entonces | es

f es absolutamente continua Yy, por ende,

V2 (f)<M(b-a)

a

lipschitziana en [a,b]_ Esto implica que

de variaciones acotada en [a, b]. Ademas,

Teorema 9: Sea f:[a,b]—>R una funcion integrable en [a’b]. Entonces la integral

indefinida

es absolutamente continua en [a’b] y F’(X) f( ) ctpen [ ’b]

Demostracion:

Sea €>0. Como ] es integrable en [a,b]1 existe un 9 >0 tal que si @51 o5 una

coleccion finita de intervalos abiertos y disjuntos dos a dos en ( ’ ) con

Y (b-a)<s > ]f(x) dx<e
(Royden, 2010), (Krantz, 2018).

i=1 , entonces, a
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Sea {(a" ‘)}iﬂ una coleccidn finita de intervalos abiertos y disjuntos dos a dos en

, entonces,

Z‘F(bi)—F(ai)‘ -y T f (x)dx

i=1

ng“f (x)dx <&

Por consiguiente, F es absolutamente continua en [a,b]_ Por el Teorema 2 T es

continua c.t.p en [a,b]1 luego por el teorema fundamental del calculo se tiene que
FI(X): f (X) ct.pen [a,b]_

[ab],

Teorema 10: Sea f:[a,b]—>R una funcién continuamente diferenciable en

entonces

Vb(f):i|f’(x)| dx

a
a

Demostracion:
’
como T es continuamente diferenciable en [a’b]’ f es absolutamente continua y | |
b

-]

a

fr(x)| dx

es integrable en [a ] Sea y sea € >0 Entonces existe un 9 >0 tal

que para toda Pe ‘@([a’b]) con ”P” < 5, se tiene que

I—5<S(|f'|,P)<I+5
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donde S( f ’P) es una suma de Riemann de |f | asociada a la particion P . Sea
P:{XO’ X X1 e X”} una particion de [a,b] tal qué ”P”<6. Luego, por el teorema
del valor medio, para cada ' =1 2. - N existe un § E(Xifl’xi) tal que

[F06)= 1 06 =[F/ (0106 —%0)

Por lo tanto,

fl

P)

£/(t)| (% —%0) =S (

V()= ()= (5=

Como ”P” < 5, se tiene que

[-e<V,(f)<l+e

[-£<V,(f)

< <\’
Por consiguiente, para todo € > 0. Esto implica que I<Ve ( f ) <V ( f )

Por otro lado, por el teorema fundamental del calculo, se tiene que para toda particion

P={X X, X1 w0 %} g [2D)]

V()= (x)- F(.)=)

i=1

j f(x)dx

n X

<y _f ‘f’(x)‘dx:_pf’(x)‘dx

=1 x,

b
V2 (F)< ] f(x)dx=1
Por lo tanto, a . Asi,
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Teorema 11: Sea f:[a.h]—R una funcién continuamente diferenciable en [a,b]_

, . . . a,b
Entonces la funcién ¥ es continuamente diferenciable en [ ]

Demostracion:

Por el Teorema 10 se tiene que

v(x):j|f'(t)| dt

a

V' (x)=

f (X)| Esto implica que V' es

a,b]

Luego, por el teorema fundamental del calculo,

continua en [a’b] y, por ende V' es continuamente diferenciable en [

CONCLUSIONES
1. Elreciproco del Teorema 8 es falso, aun si se supone que la funcién es continua.

En efecto, la funcion de Cantor C:[0,1]— & es creciente (y por ende de variacion

acotada), continua y diferenciable c.t.p en [0’1] (C (X):O c.t.pen [0'1]); pero no

es de variacién acotada en [0’1] (Natanson, 2016), (Grave, 2009). (Kannan, 1996).

2. Por el Teorema 11, si f es continuamente diferenciable en [a’b], entonces la

funcion ¥ es continuamente diferenciable en [a’b]. Sin embargo, si f eV[a,b]
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. . . ' a,b . .
entonces la existencia de la derivada ' en [ ] no es suficiente para garantizar

la diferenciabilidad de ¥ en [a,b]_ En efecto, la funcion f:[-1,1]—R definida por

f(x) = xzcos(|x|%) , si0<|x<1

0 , Six=0

es de variacion acotada y diferenciable en [_1'1]; pero la funciéon Y no es diferenciable en
x=0

3. Vito Volterra (1860-1940) present6 un ejemplo de una funcion f:[a,b]—>R con

derivada acotada en [a,b] y, por ende, absolutamente continua, pero que ™ no

X)=] f'(t)dt+f (
. [a,b] o g

era integrable en , lo que implica que la expresién a no
tiene sentido (Dunham, 2018). Por ende, f no es una integral indefinida de
Riemann. Es importante investigar si las funciones absolutamente continuas son
integrales indefinidas en una teoria mas general que la teoria de integracion de

Riemann.
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