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RESUMEN

En este articulo se busca resaltar la increible presencia que tiene la seccion aurea a lo
largo del desarrollo de la Matematica y de la humanidad. Para ello, se realiz6 una
revision bibliografica para dar inicio con un pequefio recorrido historico en el cual se
muestra su definicion, en palabras de diferentes autores. Luego, se presenta su
construccion geométrica con sus respectivas demostraciones utilizando segmentos,
triangulos isosceles, rectangulos, angulos y la estrella pentagonal. Finalizamos con un
listado de situaciones en las que aparece la proporcion aurea a nuestro alrededor,
invitando al lector a profundizar mas en ellas y seguir descubriendo que la Matematica
nos rodea.

Palabras Clave: Seccion aurea, extrema y media razén, triAngulo aureo, rectangulo
aureo, angulo aureo.
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ABSTRACT

This article seeks to highlight the incredible presence of the golden section throughout
the development of Mathematics and humanity. For this purpose, a bibliographic review
was carriedout to begin with a short historical tour in which its definition is shown, in the
words of different authors. Then, its geometric construction is presented with its
respective demonstrations using segments, isosceles triangles, rectangles, angles and
the pentagonal star. We end with a list of situations in which the golden ratio appears
around us, inviting the reader to go deeper into them and continue discovering that
Mathematics is all around us.

Keywords: Golden section, extreme and mean ratio, golden rectangle, golden angle,
golden triangle

INTRODUCCION

La Matematica para De Guzman (1997), es una actividad creadora de belleza, en
la que se busca una cierta clase de belleza intelectual, solamente accesible, a los ojos
del alma, y en esto consiste en el fondo la fuerza motivadora y conductora siempre
presente en los esfuerzos de los grandes creadores de la Matematica. Ademas, el infinito
cumulo de maravillas que nos ofrece la Matematica ha logrado deslumbrar a grandes
autores a través de la historia, conduciéndolos a explorar cada vez mas sus

extraordinarios misterios.

No es un secreto que la Matematica esta presente en cada instante de nuestras
vidas, manifestandose de diferentes formas, una de estas formas presentes a nuestro
alrededor es la seccion aurea, la cual encontramos en la naturaleza, las construcciones,

las artes y mas.

Elboj (1985), nos define la seccion aurea como un canon de proporcion por el que
un segmento se divide en dos partes desiguales, de tal manera que la razon entre la
menor y la mayor es igual a la razon entre esta Ultima y la suma de las dos. Para Sanchez

(1970), como se citdo en Remesar (2005), es una division del todo en dos partes, de tal
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modo que la parte menor es a la mayor, como la mayor es al todo. Por su parte la
proporcion aurea para Correa Acosta y Rivera Roldan (2016), es entendida como una
igualdad existente entre dos razones, otorgandoles correspondencia, equilibrio y simetria
entre los componentes de un todo. En resumen, seccion aurea de acuerdo con Lorente
(1986), es el nombre que Leonardo Da Vinci dio a la division de un segmento en “media
y razon”; ilustrando personalmente este tratado que sobre ello y todas sus propiedades
escribié su amigo el fraile Luca Pacioli, en la misma corte de Milan, pero publicado algo

mas tarde en Venecia (1509), con el titulo de Divina Proportione.

Esta increible joya de la Matematica, ha recibido a lo largo de la historia diferentes
nombres: seccidn aurea, proporcion dorada, divina proporcion, nimero aureo, numero
divino, canon aureo, nimero de oro. Ademas, se supone segun Gutiérrez y Eso (2009),
qgue el niumero era conocido antes de los griegos porque aparecen figuras geométricas
relacionadas con €l en algunos monumentos y obras de arte anteriores a la civilizacion
Helénica. Pero, aunque se consideran algunas de sus propiedades geométricas de
forma experimental, fueron los griegos los primeros que dieron rigor matematico a la
nocion de numero de oro. Aparece en el Timeo de Platon y en Los Elementos de
Euclides. Este ultimo tratado recoge lo esencial de las propiedades geométricas del

ndmero de oro.

Sampaolesi (2006), nos menciona que puede ser que la primera referencia al
numero de oro se encuentre en Pitdgoras y su Escuela Pitagoérica, cuyo simbolo era la
estrella pentagonal. Luego, Johannes Kepler también realizo estudios importantes sobre

el numero de oro.
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Proporcion aurea

Definicion 1: Definicion a partir de segmentos. Si se divide un segmento de recta
en dos partes, que la relacion de la totalidad sea a la parte mayor como ésta sea a la
parte menor, se dice que se ha dividido en extrema y media razon, y por sus notables

propiedades se llama seccién aurea. (Tapia-Lara, 2020)

Si tomamos un segmento FH y un punto G dentro del segmento verificando que
el segmento mayor es la media proporcional entre el segmento FH y la parte menor,
entonces se define la raz6n aurea como la razén entre las longitudes de los segmentos

mayor y menor descritos anteriormente. Esto es:

Figura 1

Segmento dividido en media y extrema razoén

F G H
[ * °
El punto G, debe ser un punto tal que permita que se verifique % = %
Sillamamos a = FG y b = GH, entonces 22 =2 02422
a b a a b

. . 1 ., s
Haciendo < = x se obtiene 1 + - = x que es la ecuacion cuadraticax2 —x —1=0
b X

Si resolvemos esta ecuaciéon, tenemosquea=1,b=—-1yc = -1

—-b+Vb2—-4ac
2a

_ —(=D+y(=1)2-4(1)(-1)
X =
2(1)

Veamos: x =

14+V1+4
x:
2
1+V5
x=

2
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La raiz positiva que se obtiene es: x = LS _ 1,61803398 ...

O sea que, - = 1,61803398 ... = ¢

A este nimero obtenido como solucién de la ecuaciéon x? — x — 1 = 0 se le llama nimero
de oro y se representa con la letra griega ¢ (phi) en honor del griego Phidias, quien de
acuerdo a Coércoles (2004) y Romero (s.f.), lo utiliz6 abundantemente en sus obras

durante el periodo clasico griego.

Construccion con regla y compas: Para construir un segmento cuyas longitudes
estén divididas de modo que se satisfaga la seccion aurea debemos seguir los siguientes
pasos:

1. Dibujamos el segmento FH.

2. Trazamos por H una perpendicular al segmento FH.

3. Sobre la perpendicular trazada, colocamos un punto K de modo que HK = ?
4. Unimos mediante una linea recta los puntos F y K.

5. Tomando a K como centro y a KM como radio, se traza una circunferencia.

Llamaremos L al punto de interseccion de la circunferencia con el segmento FK.
6. Tomando el punto F como centro y a FL como radio, se traza una circunferencia.

Llamaremos G al punto de interseccion de la circunferencia con el segmento FH.

7. El punto G divide al segmento FH de acuerdo con la seccién aurea.
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Figura 2

Division de un segmento de acuerdo con la seccidon aurea, utilizando regla y compas

Otras Formas donde se obtiene el nUmero de oro

A través de triangulos isdsceles: Un triangulo aureo, es un triangulo isésceles
en el que la longitud del lado duplicado esta en proporcion del nUmero aureo con respecto
a la longitud del lado distinto.

En el caso del triangulo isdsceles se nos pueden presentar dos situaciones:

1. Tridngulo aureo menor o tridngulo divino: Es todo aquel triangulo isésceles en el
cual los lados desiguales estan en proporcion aurea, siendo el mayor el lado no

repetido. Es decir, si a es la longitud del lado mayor y b la longitud del lado menor

entonces, % = ¢. Esto puede determinarse calculando el valor de los tres angulos

del triangulo.

Si determinamos los angulos del triangulo en este caso tendremos que:

En el triangulo AABC de la figura 3 se tiene que los lados AC = AB, por lo tanto, sus

longitudes son iguales. Es decir, b = c.
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Ademas, cosB = cosC =

a la
cosB=cosC=—=--
2b 2b

Como sabemos que % = ¢ entonces,

CosB =cosC=%<p

B=C=cos™! G(p)
B =C = cos™1(0,809017)
B =C=36°
A=180°—(B+ ()
A =180° — (36° + 36°)
A =108°
Con lo que se prueba la definicién del triAngulo aureo menor.

Figura 3
Triangulo aureo menor o triangulo divino

A
n=108°

sceles en el

1
1
1
]
1
]
1
1
1
1
1
1
1
- —

o)

r el lado no
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repetido. Es decir, si a es la longitud del lado mayor y b la longitud del lado menor
entonces % = ¢. Esto puede determinarse calculando el valor de los tres angulos
del triangulo.

Determinemos los angulos del triangulo, en este caso tendremos que:

En el tridngulo AABC de la figura 4 se tiene que los lados AB = BC, por lo tanto, sus

longitudes son iguales. Es decir, a = c.

ISHINTES

Ademas, cosA = cosC =

b 1b
co0sA =cosC =—==-—
2a 2a

b 1
Como sabemos que % = ¢ entonces, - =~

CosA =cosC = L
2¢

A=C=cos™? (ﬁ)

A =C = cos™1(0,3090177562)
A=C=72°

B =180°— (A +C)

B = 180° — (72° + 72°)

B = 36°

Con lo que se prueba la definicién del triangulo aureo menor.
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Figura 4

Triangulo aureo mayor o sublime

(on

A través de rectangulo: Un rectangulo aureo, es aquel cuya proporcionalidad entre sus

lados es igual a la razon aurea. Es decir, si a es la longitud del lado mayor de un

rectangulo y b la longitud del lado menor, entonces, % = @.

Construyamos de forma geomeétrica el rectangulo aureo:

1. Consideremos el cuadrado mABCD, cuya longitud de sus lados es a.

2. Sobre el lado AB marcamos su punto medio, sea M este punto.

3. Tomando a M como centro y radio MC trazamos un arco de circunferencia hasta
cortar la prolongacion del segmento en el punto E.

4. Elrectangulo mAEFD es un rectangulo aureo.

123
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Figura 5
Construccion del rectangulo aureo
D Pt Sa. N C F
e i
l" \‘\
a ':' “
l’ a “\
5
".' E
AS— T s T f _&F
2 2
Comprobemos lo demostrado anteriormente.

_ _ 2
Entonces ME = MC =

{G)

Basandonos en la construccién presentada en la figura 5, tenemos que ME = MC, ya
gue ambos son radios de la circunferencia con centro en M.

+ a? aplicando el teorema de Pitdgoras
ME = MC = /%2 + a?
ME = MC = |*%
ME = MC

a5
2
Por otro lado, ME = MB + BE
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5 _ a5 _a
BE =3
= _ a(¥5-1)
BE = -
El lado mayor del rectangulo es AE = AB + BE
7 = q 4 205
—— _ 2a+a(V5-1)
AE = —
—— _ 2a—a+aV5
AE = —
——= _ a+aV5
AE = >
— _ a(1+V5)
AE = -
Para que se cumpla con la razon aurea AE _ 1)
AD
a(1+V5)
2 =
a 2
a(1+\/§) 1
2 a ¢
1+V5
=@

Por ende, hemos demostrado analiticamente que el rectangulo mAEFD obtenido

graficamente guarda las proporciones aureas.

Propiedad del rectangulo aureo: Si al rectangulo aureo le eliminamos de su interior un

cuadrado de lado igual al lado menor del rectangulo, el rectangulo que se obtiene es un
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rectdngulo dureo mas pequefio. Si este proceso se repite indefinidamente se obtiene

una sucesion de rectangulos aureos encajados. Si se trazan arcos de circunferencia de

radio igual al lado del cuadrado inscrito en cada rectangulo aureo y los unimos, se obtiene

una espiral. Tal como se muestra en la figura 6. A esta espiral se le conoce como espiral

logaritmica (Contreras, s.f.), espiral urea (Pintos et al., 2016), espiral dorada (Gonzalez

et al., 2010), espiral de Durero (Mora, 2011), espiral de oro (Marquez, 2008).

Figura 6

Construccién de la espiral aurea

Al

Angulo aureo: Si consideramos dos segmentos m y n, que estan en proporcion aurea,

con ellos dibujamos una circunferencia de modo que la longitud de la circunferencia sea

m + n, entonces el valor del &ngulo central que se corresponde con el segmento menor

es un numero irracional que se puede escribir como 137.5°. Luego, si se divide el angulo

gue corresponde al segmento mayor entre el correspondiente del segmento menor, se

obtiene el nimero de oro.
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Figura 7
Angulo aureo
n
| m
m | - 4 m)
De la figura 7 tenemos que: — = ":” =¢
0 _ 8+ _
g e 7
Por otro lado, 0+ =360°= % =
De aqui se obtiene que: # = %""
0o 9
B = 360 v
360°
F=
360 360°
'B = 7 =
2
720°
b= V5 +1
B = 222.5°

De aqui se obtiene que 8 = 360° — f

0 = 137.5°
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Al angulo 8 = 137.5° se le conoce como angulo aureo. Este angulo se encuentra
presente en la naturaleza, en la opinion de Beresaluce Diez (2014), se observa en la
disposicion de las ramas de un arbol o en la distribucién de las hojas alrededor de un
tallo. Y segun Vermoux et al., (2019), esta también relacionado con las filotaxis espirales
que caracteriza la disposicién de dos érganos consecutivos. A esto, Santamaria-Bedon
(2020), afiade que el angulo &ureo, es un angulo de rotacion a partir del punto central,

mediante el cual los nuevos elementos se van organizando a medida que crecen.

La estrella pentagonal y el nUmero de oro: Si en un pentagono regular,
trazamos todas sus diagonales se construye una estrella con cinco vértices llamada

estrella pentagonal o pentagrama. (Ozamiz,1986)

Los pitagdricos descubrieron que en la estrella pentagonal figura 8, los segmentos AC,

CB y AB estan en proporcion aurea.

Figura 8

Estrella pentagonal

Veamos la demostracion de esta propiedad, presentada por Agra y Taboada (2019):

Consideremos el pentagono regular ABCDE de la figura 9 cuyo lado mide 1.
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Tracemos las diagonales AC y AD desde el vértice A, las medidas de los angulos
formados son:
4ABC = 108°

ABAC = w = 36°

ACAD = 108° — 2(36°) = 36°

180°-36° _

4ACD = 4ADC = 72°

Ahora tracemos la diagonal CE, al punto de interseccion de CE y AD llamémosle F.
Los triAngulos 4CAD y 4CFD son semejantes, ya que poseen los mismos angulos.

Considerando la proporcionalidad podemos calcular los lados, recordando que

inicialmente tomamos el lado del pentadgono con valor 1 y tomemos AC = x.
Tenemos que: CF = CD = AF =1, entonces FD = x — 1
Por lo tanto, i ==

x(x—1)=1

x2—x—-1=0

Esta ecuacion que acabamos de obtener ya fue trabajada con anterioridad y tiene como

VE+1
==

solucion al niamero de oro cuando se considera su raiz positiva, o sea que x =

Es decir, que, si consideramos un pentagono con la longitud de su lado igual a la unidad,

entonces cualquiera de sus diagonales tiene como medida el numero de oro. Esta

longitud de la diagonal

relacion se cumple en todos los pentagonos regulares, ya que ¢ = longitud del lado
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Figura 9
Apoyo para la demostracion de la propiedad que establece la relacion entre la longitud

de la diagonal de un pentagono regular y la longitud de su lado.

CONCLUSION
Es indudable que estamos rodeados de Matematica, solo nos hace falta saber

apreciar sus diferentes manifestaciones a nuestro alrededor. Una prueba de ello es la
seccion aurea, divina proporcion o numero de oro, como se le desee llamar, que esta
presente no solo en la geometria sino en diferentes situaciones en el mundo actual,
basados en esta aseveracion invitamos al lector a seguir indagando dénde se encuentra
presente el numero de oro. Como sugerencia podemos decir que el niumero de oro se
encuentra en la arquitectura: en el Paternon de Athenas, en la Gran Pirdmide de Keops,
la Catedral de Notre Dame, la Torre Eiffel; en el arte: en el cuadro de Diego Velasquez
“La Meninas”, en la pintura de Sandro Botticelli “El Nacimiento de Venus”, en las pinturas
de Da Vinci “La Mona Lisa”, “El Hombre de Vitruvio” y “La Ultima Cena”; en la naturaleza:
en la proporcion del cuerpo humano, la forma en cémo se distribuyen las semillas del
girasol, la distribucion de las hojas en un tallo, la distribucion de los pétalos de ciertas
flores, en el centro de la flor de manzanilla, en la formacion de las caracolas; incluso en

la musica.
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