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RESUMEN

Se analizan las caracteristicas de las funciones que originan las curvas de segundo
grado f(x) = a + B+/P(x) donde a, 8 son nimeros reales y P(x) es un polinomio
cuadrético, se identifican las condiciones que debe satisfacer la funcion generadora
para representar una circunferencia, pardbola, elipse e hipérbola. Se destaca el uso de
una funcion generadora principal y una secundaria para los casos que la cénica en
general no sea la representacion de una funcién.
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FUNCTIONS THAT GIVE RISE TO SECOND DEGREE
CURVES: ANEW APPROACH TO THE STUDY OF CONICS

ABSTRACT

An analysis of the characteristics that give rise to functions of second degree curves

f(x) = a+ B/P(x) where a,f are real numbers and P(x) is a quadratic
polynomial equation, is reported. The conditions that the generating function must
satisfy to represent a circle, parabola, ellipse and hyperbola are identified. The use of
a principal generating function is highlighted, and a secondary function is attributed
for the cases which conic section is not representative of a function in general.
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INTRODUCCION

Tradicionalmente las secciones conicas se estudian antes del concepto
de funcion, esto se evidencia en los programas de estudios de los
bachilleratos y en los libros de textos (Cuellar, 2003; Guerra &
Figueroa, 2004; Kindle, 1991). Aqui se propone utilizar el referido
concepto para analizar sus ecuaciones, determinar los elementos y
trazar las gréaficas de cada una de estas curvas. Es claro que de las
cuatro curvas que se estudian, la Unica que globalmente representa una
funcion, desde la perspectiva y = f(x) , es la pardbola de eje paralelo
al ejey , la cual satisface la prueba de la linea vertical para una
funcion (Baley & Sarell, 2004).

Se escriben basicamente cinco secciones descritas de la siguiente
manera. La primera seccion se dedica al estudio general de las
caracteristicas principales de las funciones que originan las curvas de
segundo orden, en donde se identifican las condiciones que debe tener
la funcion para generar cada una de las conicas. Las cuatro secciones
siguientes se dedican, respectivamente al estudio de la circunferencia,
pardbola, elipse e hipérbola; en donde para cada una de ellas se
interpretan sus ecuaciones, se determinan sus elementos a partir de la
funcion de la semicurva, se analizan los diferentes casos de gréficas
gue se generan y se presenta un ejemplo de cada una.

Si la funcién define la semicurva por arriba de un eje de simetria
horizontal, entonces se dice que se trata de la semicurva principal, en
caso contrario nos referimos a la semicurva secundaria; pero la
semicurva que defina la funcion, la cual depende del signo que
antecede al radical (positivo para la principal y negativo para la
secundaria), sera trazada en cada gréfica la curva de segundo grado
completa la cual se genera al graficar las dos funciones en el mismo
plano.
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CARACTERISTICAS GENERALES DE LAS FUNCIONES QUE
ORIGINAN CURVAS DE SEGUNDO GRADO

Las funciones que generan curvas de segundo grado son las funciones

irracionales, especificamente las de la forma f(x) = a+ B/ P(x)
donde a y B son numeros reales y P(x) es un polinomio cuadratico
que no es un cuadrado perfecto.

Si f > 0 se trata de la semicurva principal, en el caso de que 8 <0
se refiera a la semicurva secundaria. Es importante tener claro que el
valor absoluto del coeficiente § se puede introducir dentro del radical
elevandolo al cuadrado y mantener el signo positivo o negativo para el
coeficiente del radical, de manera que la forma de la funcion que
estudiaremos no va a contener tal coeficiente .

Definicion 1: Una funcién f que origina una curva de segundo grado
tiene la forma tipica principal:

fx)=k + \/ax2+bx+c

O bien, la forma tipica secundaria:

fx) =k — J ax? +bx +c

donde a, b, ¢, k son nimeros reales y el polinomio ax? + bx + ¢ no es
cuadrado perfecto.

Es evidente que f(x) es una funcion real cuando ax? + bx +c¢ =0 ,
he aqui la condicidn necesaria para encontrar el dominio de la funcion.
El siguiente diagrama ilustra las condiciones que debe cumplir la
funcion de la definicion anterior para representar cada una de las
curvas que se desean estudiar.
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La funcién tipica principal f(x) =k+ Vv ax?> + bx +c

Representa una semicurvad principal denominada:

v v

Circunferencia Parabola Elipse Hipérbola
Cuando: Cuando: Cuando: Cuando:
\4 \4
a= —1 a= 0 a<0ya=+ -1 a >0

Si la funcién dada no estd en su forma tipica entonces ella debe ser
transformada a dicha forma para poder identificar qué tipo de curva de
segundo grado representa. Algo mas poderoso adn, es que si tenemos
una ecuacion general de segundo grado en la forma:

Ax? +By?+Dx+Ey+F = 0

Se sabe que representa una circunferencia cuando A =B ; una
parébola cuando A =006 B =0 ; una elipse cuando A # B, pero
ambos tienen el mismo signo; una hipérbola cuando A y B tienen
signos contrarios. Sin embargo, en cualquiera de los casos es posible
despejar adecuadamente una variable para obtener una funcién de la
forma y = f(x), para considerar las funciones que definen las
semicurvas principal y secundaria con el objeto de proceder al estudio
de la curva de segundo grado.
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LA CIRCUNFERENCIA

Se reitera que la funcién f(x) = k + v ax? + bx + ¢ representa una
semicircunferencia principal cuandoa = —1.

Supongamos, sin pérdida de generalidad, que el dominio de la funcion
esta definido por el conjunto siguiente:

Dom(f) = {x € Rtalquex; <x < x,}

Entonces los puntos A(x;, f(x1)) Yy B(x,, f(x3)) son extremos de un
didmetro horizontal, por lo tanto, el centro de la circunferencia es el
punto medio de dicho diametro, es decir, el centro es el punto:

x;+ x f(x)+ fxz)
2 ’ 2 )

X+ x f(x)+ f(xp)
2 ’ 2

D)

C(

C(

C(

Es claro que x; y x, son raices del polinomio cuadratico ax? + bx +
¢ = 0, por consiguiente, se tiene que:

fx))= k+ Jax;2+bx;+c
fx) =k

Esta es la ordenada del centro, y, si se llama, h la abscisa del centro, se
tiene que las coordenadas del centro son:

X1 + Xy

h = >

y k=f(x)
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el radio es la distancia del centro C(h, k) al punto A(x,, f(xy)) , de
manera que el radio es:

ahora bien, consideremos la funcion de la semicircunferencia
principal:

fx)=k+ Jax?+bx + ¢

la misma es una semicircunferencia cuando a = —1, entonces se tiene
que:

f(x) =k+ \/—x2+bx + c

si se considera la funcion cuadratica — x2 + bx + ¢ = 0 y como x; , x,
son raices de esta ecuacion, se tiene:

x2—bx—c = (x— x)(x— x;)

x2—bx—c = x2—(x;+ x)x + x;%,=0
de esta relacion se obtiene que b = x; + x, ¥ ¢ = x;x,, de esta

. . . b
manera la abscisa del centro de la circunferencia es h = > esto

significa que la mitad del coeficiente de x en el polinomio cuadréatico
es la abscisa del centro de la circunferencia.

retomando la funcion f(x) = k + v—x2 + bx + c , se tiene:
fG) =k + Jc— (x2 - bx)
fx)=k + \/c — (x%2 — 2hx)
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fx) =k + \/c + h?2—(x2—2hx+ h?)

fX)=k + Jc+ h2— (x—h)?
de esta forma de la funcion se deduce que el centro de la

circunferencia es el punto de coordenadas C(h,k) y el radio es

r = vc + h? , esto es evidente ya que la funcidn puede ser escrita de
la siguiente manera:

y =k + Jc + h2— (x —h)?

y—k = \/c + h?— (x—h)?

(x—h)?+ (y—k)®> =c + h?
esta es la ecuacion cartesiana de la circunferencia de centro C(h, k) y
radioiguala r = V¢ + h? (cuellar, 2003).

La parabola

La funcion f(x) = k + Vax? + bx + ¢ representa una semiparabola
principal cuando a = 0, es decir, cuando la funcién tiene la forma:

f(x) =k+ v bx+c de manera que el dominio de la funcién se
presenta cuando bx + ¢ = 0, por lo tanto, la abscisa del vértice de la

parabolaes h = — % .

como el vértice es un punto que pertenece a la curva, entonces la
ordenada del vertice es:

F) =k + b(—%)—l—c

f(h) =k

el vértice es el punto de coordenadas V(h, f(h)). Ademas, si el
parametro p representa la distancia del vértice al foco, entonces el foco
esel punto F(h+ p,k) y ladirectrizeslarectay =h—p.

un extremo del lado recto es el punto de coordenadas A(h +
p, f(h + p)), busquemos la ordenada de este punto como sigue:

f(h+p)=k+ bh+p)+c
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la distancia del punto A al foco F es el doble de p, ya que la longitud
del lado recto es 4p, de manera gue se tiene:

AF =2p

k + \/b(h+p)+ c —k=2p

Jb(h+p)+ ¢ =2p
b(h+p) + ¢ =4p?

b(—£+p) + ¢ =4p?

b
—c + bp + ¢ =4p?
p(4p—b) = 0

. b . .
de donde se obtiecnep =0 y p = - Pero como p es una distancia

: . . - b
se sigue que p = 0 no tiene sentido, por consiguiente p = S s el
valor de p en términos del coeficiente de x.
Sip >0, la pardbola abre hacia la derecha y si p < 0, la parabola
abre hacia la izquierda.

Se ha encontrado que p = % y h= — % ,es decir, b=4p vy

c = —bh = —4ph, si estos valores se sustituyen en la funcién que se
esta estudiando, se obtiene:

f(x)=k + /4px — 4ph
y =k + J4p(x — h)

(v —k)?=4p(x—h)

Ecuacion cartesiana de la pardbola de eje paralelo al eje de las x
(fuenlabrada, 2003; zill, 2000), el lado recto que es la cuerda
perpendicular al eje y = k que pasa por el foco y tiene longitud igual a
LR = |4p|.
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La ecuacion de la parabola de eje paralelo al eje y es de la forma
(fuenlabrada, 2003):

(x —h)?> =4p(y — k)
en cuyo caso se puede escribir:
(x —h)? + 4pk
4p

la misma se puede estudiar como funcion en la cual los elementos son
similares a los de la anterior, solo que el parametro p afectara a las
ordenadas, es decir sus elementos son: el vértice V(h, k) , el foco es el
punto F(h, k + p), ladirectrizes larectay =k —p ,elejees x = h ; si

p €s positivo, la pardbola abre hacia arriba, y si es negativo abre hacia
abajo.

flx) =

La elipse

Como bien se ha visto para la parabola la directriz es una recta vertical
u horizontal dependiendo de cémo sea el eje de la pardbola (Cuellar,
2003; Fuenlabrada, 2003; Guerra & Figueroa, 2004), y cada punto de
la parabola equidista del foco y de la directriz, parece natural poder
extender esta idea para definir la elipse y la hipérbola, pero resulta que
para poder definir estas curvas mediante tal enfoque las directrices de
estas conicas no pueden ser rectas puesto que los puntos no podran
equidistar de un punto fijo y de una recta fija, esta es la razén por la
cual las directrices de la elipse e hipérbola son circunferencias
centradas en los focos (Brufio, 1978).

Entonces tanto la elipse como la hipérbola tendran dos directrices que
son circunferencias centradas en los focos, en términos generales una
directriz centrada en el foco F; nos permitira definir la curva o una
rama de la curva como el conjunto de puntos del plano que equidistan
de un punto fijo F,, que es el otro foco, y de una circunferencia fija
centrada en el foco F; y de radio igual al diametro mayor o real de la
curva; es por esta razon que la suma de distancias, en el caso de la
elipse, y la diferencias de distancias, en el caso de la hipérbola, es
constante, pues tal constante es el radio de la circunferencia directriz
(Bruiio, 1978).
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A pesar de que esta seccion es dedicada a la elipse es necesario e
importante brindar este aporte académico en la interpretacion de las
directrices tanto de la curva que nos ocupa como de la hipérbola que
serda tratada a profundidad en la siguiente seccion.

Definicion 4: el lugar geométrico de los puntos P de un plano que
equidistan de un punto dado F y de una circunferencia (distancia
tomada en direccion de la normal), se llama elipse si el punto P es
interior a la circunferencia, y se llama hipérbola si el punto P es
exterior a la circunferencia (Brufio, 1978).

Para interpretar graficamente la definicion anterior se presentan las
siguientes graficas, la primera ilustra la elipse con una directriz y la
segunda la hipérbola con una directriz.

GRAFICA DE LA ELIPSE CON UNA DIRECTRIZ GRAFICA DE LA HIPERBOLA CON UNA DIRECTRIZ

Es evidente en las graficas anteriores que el radio de la directriz de la
elipse es igual a la suma de las distancias del punto P a los dos focos,
y que dicho punto equidista del otro foco y de la circunferencia
directriz; en el caso de la hipérbola el radio de la circunferencia
directriz es la diferencia de la distancia del punto P a los dos focos.

Definicion 5: La elipse es el conjunto de puntos del plano cuya suma
de distancias a dos puntos fijos F;, y F, , llamados focos, es
constante; o bien, es el conjunto de puntos P del plano que equidistan
de un punto fijo F; y de una circunferencia de centroen F, vy radio

igual a F,P + F,P (Kindle, 1991; Zill, 2000).
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Recordemos que la semielipse principal estd dada por la funcién

definida por:
f) =k + Jax? +bx+c
Donde se tienequea <0ya # —1.
Supongamos que el dominio de la funcion es el conjunto siguiente:
Dom(f) = {x € Rtalquex; <x < x,}

Como x; Y x, son raices del polinomio cuadratico ax® + bx +c =0,
se tiene:

f(x)= k + Jax;2 + bx; + ¢
fOx) =k + Vo
fGa) =k =f(x2)

Por lo tanto dos vértices de la elipse son los puntos siguientes:
Vi(xy, k) y Vo(xo, k)

El centro de la elipse es el punto medio del segmento que une estos dos
vértices, es decir, el centro es el punto:

X1+ X
C(h k) = c( ! > 2,k>

Si el centro es el origen €(0,0) , entonces x; + x, =0 , es decir,
X; = — Xy, SOn numeros reales opuestos aditivos.

Si se llama g(x) la funcion que define la semielipse secundaria, se
tiene:

gx)= k — \/ax2+bx+c

Ademas, sabiendo que la funcién f define la semielipse principal, se
pueden obtener los otros dos vértices, dados por:

V3(h,g(h)) y Va(h, f(h))
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Hasta este momento se tienen los cuatro vertices de la elipse y el
centro, las abscisas de los vértices que estan sobre el eje de la elipse
que es paralelo al eje delas x son x; y x, , tal que x; < x,, esto
permite calcular la longitud del referido eje, la cual se obtiene por
medio de la relacion siguiente:

by = X3 — X4

Por otro lado, las ordenadas de los vértices sobre el eje de la elipse que
es paralelo al eje de lasy son g(h) y f(h),tal que g(h) < f(h), en
forma similar la longitud de dicho eje esta dada por:

ty =f(M) — gy

Si se comparan las longitudes de los ejes de la elipse podemos
determinar si el eje mayor de la misma es paralelo al eje de las x o al
eje de las y, esto origina los dos casos principales de la elipse que
estudiaremos seguidamente.

ELIPSE DE EJE MAYOR PARALELO AL EJE X
Este caso se refiere a la condiciéon de que ¢, > ¢,, es decir, el eje
mayor de la elipse es paralelo al eje x .

Para un mejor analisis de este caso veamos la siguiente figura.

GRAFICA DE LA ELIPSE EN EL PRIMER CUADRANTE
y
15
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Sin pérdida de generalidad, se ha construido una elipse en el primer
cuadrante cuyos focos son los puntos F; y F,.Sea d la distancia del
centro C de la elipse a uno de los focos, se prueba la congruencia de
los segmentos siguientes CV; = F,V; (véase la figura anterior) y de
paso se demuestra que £, es igual a la constante que corresponde a la
suma de distancias a la que se refiere la definicion de elipse y por ende
esta coincide con el radio de la circunferencia directriz de la elipse.

En efecto, sea Ax la distancia de los focos a los vértices sobre su eje.
Consideremos que 2a es la constante que verifica la definicion de
elipse, como V; es un punto sobre la elipse, entonces dicho punto
satisface la definicion de elipse, de modo que:

Se satisface la siguiente relacion:
V1F1+ VlFZ = Za

Ax + FiF, + Ax = 2a
2Ax + FiF, = 2a, (1)
X, — X1 = 2a
{, = 2a

X

P . 14 . .
De este dltimo resultado se sigue que a = — 68 la distancia del
centro de la elipse a sus vértices sobre el eje mayor.

Ademas, como V5 es un punto sobre la elipse, se tiene:
V3F1 + V3F2 = Za

Como el triangulo F,V5F, es isosceles se tiene la congruencia de los
segmentos V3F, = V; F, de modo que:

V3F1+ V3F1 = 2«
2 V3F1 = 26(

Igualando este valor con la expresion (1), se tiene:
ZAX + F1F2 = 2V3F1

F,F.
Ax + —2% = V,F,
Ax +d = V3F
CVl == V3F1.
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Es claro que: CV; = h — x; , CV;3 = f(h) — k, CF, = d
(distancia del centro al foco, la cual muchos autores frecuentemente la
representa con la letra minuscula c).

Considerando el triangulo rectangulo CV3F; y aplicando el teorema de
Pitagoras, se tiene:
(CF1)2 + (CV3)2 = (F1V3)2
(CF)* + (CV3)* = (CVy)?
(d? + (f()— k)? = (h — x1)?
d= (- x)? - FMW)- k)?

Esta formula nos permite calcular la distancia del centro a los focos de
la elipse, pero la misma se puede reducir a una equivalente en la

siguiente forma:
6\t
4 = J ) - 3)

Esta férmula es mucho méas sencilla que la anterior porque esta
utilizando la mitad de los didmetros mayor y menor respectivamente.

2

Veamos como se obtienen el resto de los elemento de la elipse en este
caso:

Los focos son los puntos F;(h—d, k) y F,(h+d, k).

La excentricidad, que es la forma como se encorva la curva, es:

ec = 2d
= .

El lado recto que es la longitud de la cuerda perpendicular al eje mayor

2
pasando por los focos es: LR = @
X

Las ecuaciones de las circunferencias directrices, las cuales tienen

centros en los focos y radio igual a la longitud del eje mayor de la
elipse son las siguientes:
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[x— (h—=D]* + (y—k)?
= (t)? 5 x— (h+ D + v-k)? = (&)?

ELIPSE DE EJE MAYOR PARALELO AL EJE Y

En forma similar al caso anterior se pueden hacer las demostraciones
necesarias para deducir las formulas requeridas en este caso que se
refiere al que verifica la condicion de que ¢, < ¢, , esto lo queda

como ejercicio propuesto.

La distancia del centro a los focos viene dada por la formula:

d= (M - B~ (h— x)?

Esta formula se puede reducir a una equivalente de la siguiente

manera.:
- - @
2 2

Esta formula es mucho mas sencilla que la anterior porque esta
utilizando la mitad de los didmetros mayor y menor respectivamente.

Veamos como se obtienen el resto de los elemento de la elipse en este
caso:

Los focos son los puntos F,(h,k—d) y F,(h,k+d).

La excentricidad, que es la forma como se encorva la curva, es:
2d

ec = —
by

El lado recto que es la longitud de la cuerda perpendicular al eje mayor
(tx)?

pasando por los focos es: LR = .
y

Las ecuaciones de las circunferencias directrices, las cuales tienen
centros en los focos y radio igual a la longitud del eje mayor de la
elipse son las siguientes:
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x—h)? + [y— (k—ad)]?
= () =R+ - G+ DP = ()

La Hipérbola

Definicion 6: La hipérbola es el conjunto de puntos P del plano cuyo
valor absoluto de la diferencia de distancias a dos puntos fijos F; y F,
es constante, los puntos fijos se llaman focos [6]; o bien, es el conjunto
de puntos P del plano que equidistan de un punto fijo y de una
circunferencia, la distancia es tomada en direccion a la normal y los
puntos son exteriores a la circunferencia (Brufio, 1978).

La funcidn irracional que representa la rama principal de la hipérbola
es de la forma:

fx)=k + J ax? +bx +c

Mientras que la rama secundaria es representada por la funcion:

fx)=k + \/ax2+bx+c
En ambos casos se debe satisfacer que a>0y b #06c # 0.

Bésicamente tenemos dos casos de la hipérbola caracterizados por el
paralelismo de su eje real con alguno de los ejes coordenados, a saber:

e Si el eje real de la hipérbola es paralelo al eje x, este caso se
puede identificar en este texto de dos maneras, la primera
cuando 4ac — b? < 0,y la segunda cuando el dominio de la
funcién es de la forma Dom(f) = (—oo,x1] U [x,, +0) para
xX; Y x, dos numeros reales finitos.

e Siel eje real de la hipérbola es paralelo al eje y, en este tipo de
curva se identifica por el hecho de que 4ac — b?> >0 , o
bien, porque el dominio de la funcion es d la forma Dom(f) =
(—oo, + ).
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Propiedad 1: Toda curva de segundo grado que posee centro y
generada por la funcion de la forma:

f(x)= k + \/ax2+bc+c ,

tiene como abscisa del centro:

h:—z

HIPERBOLA DE EJE REAL PARALELO AL EJE X
En este caso la funcion generadora f(x) = k + Vax%+bx+c
con las condiciones a >0 y b #0 6 ¢ # 0, tiene dominio

Dom(f) = (—oo,x1] U [x,, +0) y satisface que 4ac — b? <0 , en
cuyo cado la abscisa del centro es:

X1 + x;

Como f(x;) = f(x,) =k f(x1), entonces el centro de la hipérbola es
el punto de coordenadas C (h, k).

Los vértices de la hipérbola son los puntos V, (x1, k) 'y V,(xy, k),
el eje real es la recta y = k , mientras que el eje imaginario es la recta
x = h.

Veamos la siguiente grafica la cual nos permite una mejor
interpretacion de los resultados que se desean establecer.

Los puntos B; y B, son puntos equidistantes del centro de la

hiperbola y estan sobre el eje imaginario, por esta razon se denominan,
con mucha frecuencia, vértices imaginarios.
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GRAFICA DE LA HIPERBOLA EN EL PRIMER CUADRANTE
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A partir de la funcién que representa la ramal principal de la hipérbola,
se tiene:

f(x) = k + J ax? +bx +c

fx)— k = \/a(x2+§x)+c

fx)— k = \/a

[f(x) = k]* = a<x2+§x+ 72> +c — b_2

2+b N b2 N b2
x ax 4q? ¢ 4a

[f(x) — k]? —a(x+ 5
[f(x)— k]? 3 (x+ £>2 4ac — b?

a
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2

b
ro-kP ()
4ac — b2 4ac — b?2

4a 4q?

Recordemos que el caso que se esta estudiando verifica la condicién
dada por 4ac — b? < 0 ; por consiguiente, esta ecuacion toma la

forma:
2

(+3)  rw-kP _

b?% — 4ac b% — 4ac
4q? 4a

Esta ecuacion tiene la forma cartesiana de la hipérbola dada por:
(x—h?  (y-k?
(ao)? (bo)?

1,

donde el centro es el punto C(h, k) ,y las cantidades a, y b, son
las distancias del centro a los vértices reales e imaginarios,
respectivamente.

Por lo tanto, se tiene que:

b X b? — 4ac X b? — 4ac
=g @ = e =
b vV b% — 4ac 1 b2 — 4ac
h=-gg i == ih=g /0

Los vértices de la hipérbola podemos obtenerlo por medio de la
siguiente forma:

Vl(h - ao,k); Vz(h+ ao,k)
Los vértices sobre el eje imaginario son los puntos:

By(h,k — by); By(hk+ by

Si llamamos d la distancia del centro a los focos tenemos que:

d = \/(ao)z + (bg)?
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= b? — 4ac N b? — 4ac
B 4q? 4a
= b? — 4ac + a(b? — 4ac)
B 4q2
4= (a + 1)(b?—4ac)
B 4q?
J(a + 1)(b2 —4ac)
d =
2a

Los focos tienen las siguientes coordenadas:
Fi(h—d, k) ; Fy,(h+d, k)

La excentricidad es de la curva viene dada por:
d

ec = —
Ao

J(a + 1)(b2 —4ac)
2a

ec =

vV b2 — 4ac
2a
ec =+Vva+ 1

La longitud del lado recto es:

2(by)?
Qo

2 _
Z(b 4a4ac)
LR = ——*

vV b?% — 4ac
2a

LR = +/ b%? —4ac

Si se traza el rectangulo de lados V;V, 'y B;B, que pasan por los
veértices, entonces las diagonales de este rectangulo son las rectas L, y

LR =
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L, , dichas rectas son llamadas asintotas de la hipérbola y sus
ecuaciones son:
b
- ek vl 1)
y + Va (x + 5
y =k t Jakx - h)

Segun la definicion de hipérbola, se tiene:
r = Vle + V1F1

Este valor es constante y es el radio de las circunferencias directrices,

se tiene:
r = Vle + V1F1
h+d)— x — [xy— (h—d)]

r =
r= h+d—x; —x;+h—-d
r = 2h— 2x;
r = 2(h— xp)
r = 4,

Las ecuaciones de las directrices son:

[x— (h=d]* + (v —k)?
= () 5 x— (h+ D + V-0 = (£)?

HIPERBOLA DE EJE REAL PARALELO AL EJEY
En este caso el dominio de la funcion son todos los nimeros reales y

se verifica que 4ac — b? > 0.

A partir de la funcidn que representa la rama principal de la hipérbola,
se tiene:

f(x) = k + \/ax2+bx+c

fx)—k = \/a(x2+§x)+c

b b2 b?
—_ = 2 — _— _—
f(x)— k \/a(x +ox 4a2) +e— -
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[f(x)— k]* = a<x +— x+4 > _a

[F)— kP = ax + ;)

[FCx) — k2 —a(x+ —)
[fG) = k]* <x+ 2 >2_ 4ac— b2

a 4q?

4ac — b? b2

b 2
-k _ (g
4ac — b2 4ac — b?2

4a 4q?

Recordemos que el caso que se estd estudiando verifica la condicion
dada por 4ac — b? > 0, entonces esta ecuacion mantiene la misma
forma, por lo que ella se compara con la cartesiana de la hipérbola
dada por:

O-B® G-n*_
(bo)? (ao)? -

donde el centro es el punto C(h, k) ,y las cantidades a, y b, son
las distancias del centro a los vértices reales e imaginarios,
respectivamente.

Por lo tanto, se tiene que:
4ac — b? 4ac — b?

- _ . 2 . 2
h = ) (aO) 4q2 ) (bO) 4a

2a
b= b B vV 4ac — b2 b 1 4ac — b?
- 2a o = 2a 70T ) a

Los vértices de la hipérbola podemos obtenerlo por medio de la
siguiente forma:
Vith,k — by); Vo(h k+ by)
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Estos vértices también se pueden obtener evaluando las funciones g y
f, secundaria y principal, respectivamente, en el valor de la abscisa
del centro, de esta manera los vértices son:

Vi(h,g(h); Va(h, f(R))

Los veértices sobre el eje imaginario y = k son los puntos:
Bl( h — ay, k) ) Bz(h + Ay, k)

Si llamamos d la distancia del centro a los focos tenemos que:

d = J(a? + (by)?
4ac — b? N 4ac — b?
4q2 4a

= 4ac — b? + a(4ac — b?)
B 4q2

4q?

J(a + 1)(4ac — b2)
2a

g - j (a + 1)(4ac — b?)

d =

Los focos tienen las siguientes coordenadas:
Fi(hk—d); F,(h,k+d)

La excentricidad es de la curva viene dada por:

_d
=
J(a + 1)(4ac — b?)
2a
V 4ac — b?
2a
a+1
a

ec
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La longitud del lado recto es:
2(ag)?
bo

4ac — b?
()

vV 4ac — b2
2a

LR = +/ 4ac — b?

LR =

LR =

Si se traza el rectangulo de lados V;V, 'y B;B, que pasan por los
veértices, entonces las diagonales de este rectangulo son las rectas L, y
L, , dichas rectas son llamadas asintotas de la hipérbola y sus
ecuaciones son:
b
y = k + ﬁ(x + Z)
y =k t Vakx - h)

En este caso que el eje real de la hipérbola es paralelo al eje vy, las
ecuaciones de las directrices son:

x-m?+ [y— (k-D)?

= ()" s @-hr+y— k+D? = (¢)
Se sabe que ¢, = f(h)— g(h).

CONCLUSIONES

El uso del concepto de funcion en el tratamiento de las secciones
cbnicas, presupone un avance en el conocimiento del referido
concepto.

El uso de la notacion funcional en el estudio de las conicas no se
debilita por la prueba de la linea vertical para una elipse, sino todo lo
contrario, es fortalecido al distinguir la cénica como una curva
compuesta por la grafica de dos funciones distintas en un mismo plano.
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No existe controversia entre el enfoque tradicional que utiliza las
ecuaciones cartesianas y el enfoque funcional que se propone, pues
este ultimo puede ser aplicado en el momento que se estudian las
funciones irracionales.

El estudiante requiere de conocimientos previos para el manejo de las

funciones reales de una variable, en el uso del enfoque funcional para
el estudio de las conicas.
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