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RESUMEN

El teorema fundamental del célculo en la teoria de integracion de Riemann afirma que
si f:[a,b] » R es continua en [a,b], entonces la funcion integral indefinida
F:[a,b] - R definida por F(x) = f;f(t)dt es diferenciable y F'(x) = f(x) para
todo x € [a, b]; 0 sea que F es continuamente diferenciable en [a, b]. Reciprocamente,
si f es continuamente diferenciable en [a, b] entonces f: f'(x)dx = f(b) — f(a).

El objetivo de este trabajo es analizar el teorema fundamental del calculo en la teoria
de integracion de Lebesgue. En particular, se introducen las funciones de variacion
acotada y las funciones absolutamente continuas y se prueba que las funciones
absolutamente continuas son exactamente las funciones que satisfacen el teorema
fundamental del calculo en la teoria de integracion de Lebesgue; o sea que una funcién
f:[a,b] » R es una integral indefinida si y solo si f es absolutamente continua en
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[a, b]. En este caso f es diferenciable casi en todas partes en [a, b], f* integrable en

[a,b]y [ f'()dx = f(b) - f(@).
PALABRAS CLAVES

Continuidad absoluta, variacion acotada, medida de Lebesgue, integral de
Lebesgue, convergencia casi en todas partes, teorema fundamental del calculo.

ABSOLUTELY CONTINUOUS FUNCTIONS AND THE
FUNDAMENTAL THEOREM OF CALCULUS

ABSTRACT

The fundamental theorem of calculus in Riemann integration theory states that if
f:[a,b] = R is continuous in [a, b] then the indefinite integral function F: [a, b] —
R defined by F(x) = f;f(t)dt is differentiable and F'(x) = f(x) for all x € [a, b],
that is, F is continuously differentiable in [a, b]. Conversely, if f is continuously
differentiable in[a, b] then [ f"(x)dx = f(b) — f(a).

The objective of this work is to analyze the fundamental theorem of calculus in the
Lebesgue integration theory. In particular, functions of bounded variation and
absolutely continuous functions are introduced, and it is proved that absolutely
continuous functions are exactly the functions that satisfy the fundamental theorem of
calculus in Lebesgue integration theory. that is, a function f:[a,b] > R is an
indefinite integral if and only if f is absolutely continuous in [a, b]. In this case f is

differentiable almost everywhere in [a, b], f~ integrable in [a, b] and f: f'(x)dx =

f) = f(@).

KEY WORDS

Absolute continuity, bounded variation, Lebesgue measure, Lebesgue integral,
convergence almost everywhere, fundamental theorem of calculus.

INTRODUCCION

Un teorema muy importante en el andlisis real y que ha motivado el
desarrollo de muchos temas es el Teorema Fundamental del Calculo (el
cual se denota por TFC), ya que es un puente que conecta las teorias de
diferenciacion e integracion. Del analisis real basico se sabe que si una
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funcion f:[a, b] - R es diferenciable en [a, b] y si f* es continua en
[a, b] entonces f” es Riemann integrable en [a, b] y

fxf'(t)dt =f(x)—f(a), para todo x € [a, b]

Como por hipotesis f* es continua en [a, b], la integral en la ecuacion
anterior existe como una integral de Riemann (Boyer, 2010) y (Edward,
1994). La pregunta es ¢;como puede ser el comportamiento de la
derivada f” de una funcién f diferenciable en [a, b]?. En esa direccion
Gaston Darboux (1842-1917) probd que f* satisface la propiedad del
valor intermedio en [a,b] y si f* en Riemann Integrable en [a, b],
entonces

b
| rwdx=ro - f@.

Aunque este hecho es un progreso, la pregunta ahora es si por su
naturaleza, la derivada f” de una funcion diferenciable en [a, b] debe ser
Riemann Integrable en [a, b]. Esta pregunta fue respondida por Vito
Volterra (1860-1940) quien presentd un ejemplo de una funcién
diferenciable f en [a, b] con derivada f” acotada en [a, b] pero que no
era Riemann Integrable en [a, b]; por lo que la ecuacion f(f f(x)dx =
f(b) — f(a), en este caso, no tiene sentido (Dunham, 2018) y
(Gelbaum, 2003). La pregunta ahora es si en la teoria de integracién de
Lebesgue se satisface el teorema fundamental del célculo. Mas
precisamente: si f es diferenciable casi en todas partes (c.t.p) en [a, b]
y f” es Lebesgue integrable en [a, b], entonces

jxf’ =f(x)—f(a), para todo x € [a, b]

donde la integral es en el sentido de Lebesgue. En general, la respuesta
es no. En efecto, la funciéon de Cantor C:[0,1] - R es creciente y
continua en [a, b], diferenciable c.t.p en [0, 1] con C’(x) = 0 para todo
punto x que no pertenece al conjunto de Cantor. Sin embargo, C(0) =
0,C(1) =1y, por lo tanto,

O=J C'(x)dx#C(1)—C(0)=1
0
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donde la integral es en el sentido de Lebesgue (Heil, 2010), (Natanson,
2016) y (Krantz, 2018).

El objetivo de este trabajo es caracterizar las funciones que satisfacen el
teorema fundamental del célculo en la teoria de integracion de
Lebesgue. Para tal efecto se presentaran las propiedades maés
importantes de las funciones de variacion acotada y las funciones
absolutamente continuas; asi como algunos resultados sobresalientes de
la teoria de integracion de Lebesgue. Este tema es fundamental en la
teoria del analisis real y ha sido objeto de muchos estudios por lo que la
mayoria de los resultados no son nuevos, lo que es nuevo es el enfoque.

CONCEPTOS FUNDAMENTALES DE LA TEORIA DE
INTEGRACION DE LEBESGUE

Cada vez que se use la palabra medida en este trabajo se supondré que
es la medida de Lebesgue en R. Como es usual en el analisis real, se
usara u* para indicar la medida exterior de Lebesgue y u para indicar la
medida de Lebesgue en R. Si A es un subconjunto medible de R
entonces u*(A) = u(A).

Definicion 1: Sea A un subconjunto de R. A es un conjunto nulo o de
medida cerosi  u*(A) = 0. En este caso A es un conjunto medible y

u(4) = 0.

Una propiedad que es satisfecha para todos los puntos de un conjunto
A c R, excepto posiblemente para los puntos que pertenecen a un
subconjunto E < A tal que u(E) = 0, se dice que es satisfecha casi en
todas partes de E. Se abreviara “casi en todas partes” por “c.t.p”.

Es conveniente usar un lenguaje relativamente informal para referirse a
conjuntos de medida cero. Si P(x) es una propiedad aplicable a los
elementos de un conjunto A, se dira que

“P(x) paracasitodo x € A” 6 “P(x) ct.penA”
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para indicar que {x € A:P(x) es falso} tiene medida cero. Por
ejemplo, si f,g: A € R = R son funciones, se dice que f = g c.t.pen
Asiu({x e A:f(x) # g(x)}) = 0.

Por otro lado, si {f,}y=1 €S una sucesion de funciones con dominio
comin Ay f:A - R una funcién, entonces la sucesion {f,}m=1
converge (puntualmente) c.t.p en A si {f,}n=, convergea f en A — B
donde u(B) =0

En el siguiente teorema se presentan algunas caracterizaciones de los
conjuntos medibles que permiten utilizar la medida de Lebesgue desde
>diferentes angulos (Orchinnikov, 2013).

Teorema 1: Sea A un subconjunto de R. Los siguientes enunciados son
equivalentes.

i) A es medible

ii) Para cada € > 0 existe un conjunto abierto O en Rtal que Ac Oy
(O —-A)<e.

iii) Para cada € > 0 existe un conjunto cerrado F en Rtalque F c Ay
uW(A—F)<e.

iv) Existe un conjunto Gs Gtalque A c Gy u*(G— A) = 0.

v) Existe un conjunto F, FtalqueFc Ay u*(4—F) = 0.

Dado un subconjunto medible A de R de medida finita, si f: A - R es
una funcion acotada y medible, entonces f es Lebesgue integrable en 4;

es decir, fA f < co. De hecho, si A es un conjunto medible de medida

finitay f: A — R es acotada entonces f es Lebesgue integrable en A si
y solo si f es medible en A.

Si A = [a, b] se usaran las notaciones fff 6 fff (x) dx para indicar
la integral de Lebesgue f[a b]f. Para indicar la integral de Riemann se

usara la notacién (R) fff (x) dx. El siguiente teorema muestra que la

integral de Lebesgue es una extension de la integral de Riemann
(Krantz, 2018), (Tao, 2011).
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Teorema 2: Sea f:[a,b] » R una funcién acotada en [a, b]. Si f es
Riemann integrable en [a, b] entonces f es Lebesgue integrable en [a, b]

y
(R)fabf(x)dx=fabf(x)dx=fabf= f

[a,b]

De ahora en adelante la palabra integral significa la integral de
Lebesgue, a menos que explicitamente se indique lo contrario.

En los siguientes teoremas de convergencia se supondra que A es un
subconjunto medible de R con medida finita (Krantz, 2018), (Natanson,
2016), (Tao, 2011).

Teorema 3 (convergencia acotada): Sea {f,}n=; Una sucesion de
funciones definidas y mediblesen Ay f: A — R una funcién. Suponga
que existe un M > 0 tal que |f,(x)| < M para todo x € A,n € N. Si
{fu}m=1 converge a f en A, entonces f es integrable en A y

n—-oo

lim fn f f.
A

Teorema 4: Sea f:A—- R wuna funcion medible. Entonces
f f=0siysolosif(x) =0c.t.penA
A

Teorema 5 (Lema de Fatou): Sea {f,, }n=, una sucesion de funciones no
negativas y medibles definidasen Ay f: A —» R una funcion. Si {f;, };r=1
converge a f c.t.p en A entonces

f f< hmmfj fan

Teorema 6 (Convergencia Monotona): Sea {f,}n—; una sucesion
creciente de funciones no negativas y medibles definidasen Ay f: A -
R una funcion. Si {f,},—, converge a f ctp en A entonces
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n—-oo

Teorema 7 (Convergencia Dominada): Sea {f,,}n=; una sucesion de
funciones medibles en Ay f: A — R una funcién. Suponga que existe
una funcion integrable g: A - R tal que |f,,(x)| < g(x) para todo x €
A,n € N. Si {f,};=, converge a f c.t.p en A, entonces f en integrable
enAy

j f = lim fn

n—-oo

Teorema 8: Sea f: A — R una funcion medible. f es integrable en A si
y solo si, paratodo € > 0 existe un § > 0 tal que si E es un subconjunto

medible de A con u(A) < § entonces fE If] < e.
Definicion 2: Sea F una familia de funciones medibles en A. F es

uniformemente integrable o equi-integrable en A si para todo € > 0
existe un § > 0 tal que paratoda f € F,

Si E es un subconjunto medible de A con u(A) < 6 entonces fE If] <e.

Teorema 9 (Convergencia de Vitali): Sea {f,}n=; una sucesion de
funciones uniformemente integrables en Ay f: A — R una funcion. Si
{f}m=1 converge a f c.t.p en [a, b], entonces f en integrable en A y

ff—hm i

n—-oo

Teorema 10: Sea f: [a, b] — Runa funcidn integrable. Entonces f (x) =
0 c.t.p en [a,b] siy solo si f;ff =0 para todo [x,x,] © [a, b].

Finalmente, en el siguiente teorema se caracterizan las funciones
Riemann integrables.
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Teorema 11: Sea f:[a,b] - R una funcion acotada. Entonces f es
Riemann integrable en [a, b] si y solo si f en continua c.t.p en [a, b].

FUNCIONES DE VARIACION ACOTADA Y
ABSOLUTAMENTE CONTINUAS

Una funcién f: [a, b] = R es mondtona si ella es creciente o decreciente
en [a,b]. Ademds, si f es monotona entonces el conjunto

Disc(f) = {x € [a, b]: f es discontinua en x}

es a lo sumo enumerable vy, las discontinuidades de f son de saltos
(Folland, 2007). También se tiene el siguiente resultado debido a
Lebesgue.

Teorema 12 (Lebesgue): Sea f:[a,b] » R una funcibn mondtona.
Entonces f es diferenciable c.t.p en [a, b].

Del teorema 12 se deduce que la diferencia de dos funciones crecientes
en un intervalo [a, b] es diferenciable c.t.p en [a, b]. En lo que sigue se
caracteriza la clase de funciones que se pueden expresar como la
diferencia de dos funciones crecientes en el intervalo no degenerado
[a,b] 0 seaque a < b.

Sea f:[a,b] > R wuna funcién y considere la particion P =
{x0,x1, -+, x,}, donde a=xy<x; < <2xXpy1 =b.La
norma de P se denota por ||P]| y se define por

”P“ = Sup{xl+1 - xl:l’ = O, 1'...,n}.

La familia de todas las particiones de [a, b] se denota por P([a, b]). La
expresion

Ve = D 1fGrisa) = £
=0

se llama la variacion de f con respecto a la particion P.
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Definicion 3: Sea f: [a, b] = R una funcion. La variacion total de f en
[a, b] es
V2 (f) = sup{Vp: P € P([a, b])}.

f es de variacion acotada en [a, b] si V.2 (f) < oo. El conjunto de las
funciones de variacion acotada en [a,b] se denota V]a,b].

Ejemplo 1
i) Sea f:[a, b] — R una funcion monédtona en [a, b]
e Si f es creciente en [a, b] entonces Vp(f) = f(b) — f(a) para
toda P € P([a, b]). Por lo tanto, VL (f) = f(b) — f(a) < .
e Si f es decreciente en [a, b], entonces Vo (f) = f(a) — f(b)

para toda P € P([a, b]). Por lo tanto, V2 (f) = f(a) —
f(b) < oo.

Asi f es de variacion acotada en [a,b] y V2(f) = |f(b) — f(a)|.
ii) Si f: [a, b] = R es una funcién lipschitziana en [a, b] con constante
de Lipschitz c, entonces f es de variacion acotada en [a, b] y V2 (f) <
c(b —a).

iii Si f:[a, b] —» R es diferenciable en [a,b] y f es acotada en [a, b],
entonces f es de variacion acotada en [a, b]. En particular, si f es
continuamente diferenciable en [a, b], entonces f es de variacion
acotada en [a, b].

Propiedades: Sean f, g: [a,b] - R funciones.

1. Sea P € P(|a,b]). Si P’ es un refinamiento de P (0 sea que P’ €
P([a,b]) y P c P’), entonces Vp(f) < V- (f).

2. Si c € (a,b), entonces f € V|[a,b] si y solo si f € V][a,clyf €
V]c, b]. Ademas, si f € V][a, b] entonces

Ve = Vi) + V()

217



3. Si f€V]ab]l y [c,d]clab] entonces fe€V[cd] vy

VA (f) = V() = VA(f) = 0.

4. Si f,g €Vl]a,b]yk € R entonces |f|,kf,f +g,fg € Vl]a,b].
Ademas, si g es acotada en [a,b] entonces ée V]a, b].

Sea f:[a, b] — R una funcion de variacion acotada en [a, b]. Entonces,
por la propiedad 2, se puede definir la funcién V:[a,b] - R por

=[50 S asash

Por la propiedad (3) se tiene que V es creciente en [a, b]. V es llamada
la funcién de variacion total de f en [a, b].

Suponga que a < ¢ < d < b y tome la particion P = {c,d} de [c,d].
Entonces

f©) = f(d) < If(d) = f( = Vp(f) <VAU) = V() = VE(f)

de donde
&)+ VL) < f(d) + VA
fle)+V(c) =f(d)+V(d)
F+M@ =+

Lo que implica que f + V es creciente en [a, b]. Asi se puede enunciar
el siguiente teorema.

Teorema 13 (Jordan): Sea f:[a,b] — R una funcién. Entonces f €

V]a,b] si y solo si f se puede expresar como la diferencia de dos
funciones crecientes en [a,b]. En este caso se tiene que

f(x) = +V)(x)—V(x),para todo x € [a,b]

Lo que es conocido como la descomposicion de Jordan de f.
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Demostracion.

Suponga que f € V|a, b]. Entonces, por lo probado anteriormente, las
funciones Vy f +V son crecientes en [a,bl y f=(f+V)—-V.
Reciprocamente, suponga que f = g + h en [a, b], donde g y h son
funciones crecientes en [a, b]. Luego, por el Ejemplo 1 se tiene que
g,h € V]a,b]. Por las propiedades de las funciones de variacion
acotada, se tiene que f=g—heV]a,b]

Teorema 14: Sea f:[a, b] — R una funcion creciente. Entonces f” es
integrable en [a, b] y

b
[r=ro-r@

Demostracion.

Como f es mondétona en [a, b] se tiene que f es medible en [a, b]. Por
el teorema 12 f es diferenciable c.t.p en [a, b]. Extienda f que tome el
valor f(b) en el intervalo (b,b + 1]. Para cada n € N defina las
funciones f,, g»: [a, b] = R por

o

1
f (x * n) f& f f (funcién valor promedio de f)

fio)=——T—" y g =
n

S| =

Luego, {f,.}n=1 €S una sucesion de funciones medibles no negativas que
converge a f” c.t.p en [a, b]. Por el Teorema 5

b b
f f* < liminf f fn
a n-oo a

Por otro lado, como f es creciente en [a, b] y constante en [b,b + %]
haciendo cambio de variables, para cada n € N se tiene que
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fo = i
n
[ re4 o
n n
1 (b*a 1 (b
:ILQf_ILf
n nl n 1
b+ at
=1 -3
n n+l
=f@)—%a 'f
< F(b) — f(@)

Por consiguiente

ff <11m1nff fnShmsupff <fb)-f(a

n—-oo

Observacion: Note que de la demostracion del Teorema 14, se deduce
quesi a <c <d < b, entonces

d
[ = 0@ -9,

Teorema 15: Sea f:[a,b] - R una funcién de variacion acotada.
Entonces f es diferenciable c.t.p en [a, b] y f~ es integrable en [a, b].

Demostracion.

Como f € V|[a, b] por el Teorema 13, existen dos funciones crecientes
g,h:[a,b] » Rtalque f = g — h. Como, por el Teorema 12, f y g son
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diferenciables c.t.p en [a, b], se tiene que f = g — h es diferenciable
ctpenlably f =g —h'ctpen [a b]. Finalmente, como por el
Teorema 14, g’y h’son integrables en [a, b], se tiene que f” es integrable
en [a, b].

Definicion 4: Sea f:[a,b] - R una funcién. f es absolutamente
continua en [a, b] si para cada € > 0 existe un § > 0 tal que para toda
coleccion finitay disjunta {(ay, by )}%=, de intervalos abiertos en (a, b)
tal que

Sii Yk=1(bx — a;) < &,setiene que Yj_q|f(by) — faw)| <e.
Propiedades: Sea f, g: [a, b] = R funciones.

1. Se f es absolutamente continua en [a, b] entonces f es uniformemente
continua en [a, b] (solo se debe tomar n = 1 en la Definicion 4). La
reciproca no es cierta. La funcion  f: [0, 1] —» R definida por

0 si x=0

f(x) :{xsen(%) si 0<x<1

es uniformemente continua en [0, 1] pero no es absolutamente continua
en [0, 1].

2. Si f es lipschitziana en [a, b] entonces f es absolutamente continua
en [0, 1].

3. Si f es diferenciable en [a,b] y |f'(x)| < M para todo x € [a, b]
entonces f es lipschitzianaen [a, b] y, por ende, absolutamente continua
en [a, b].

4. Si fy g son absolutamente continuas en [a,b] y k € R entonces
\fI,kf,f £ gy fg son absolutamente continuas en [a, b]. Ademas, si

existe un ¢ > 0 tal que |g(x)| = ¢ para todo x € [a, b], entonces é es
absolutamente continua en [a, b].
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Teorema 16: Sea f: [a, b] = R una funcion absolutamente continua en
[a, b]. Entonces f es de variacion acotada en [a, b]. Mas aun, f es la
diferencia de dos funciones crecientes y absolutamente continuas en
[a, b].

Demostracion.

Sea ¢ = 1. Como f es absolutamente continua en [a, b], existe un § >
0 tal que para toda coleccidn finita y disjunta { (ay, by ) } 1=, de intervalos
abiertos en (a,b) con Yre1(by — ap) <
d se tiene que Yp_4|f (b)) — f(ar)| < 1.

SeaP ={x, =a,xq,x5,-, Xy = b } una particién fija de [a, b] tal que
[|P|] < &.Sea ap = xj1 < @y < @y < -+ < ay; = x;Una particion
del intervalo [x;_;,x;]. Entonces Z] (o —aj1)=x— x4, <6
Por lo tanto, ¥%_,|f(a;) — f(aj_1)| < 1. Esto implica que V" (f) <

1 para todo i = 1,2,-:-, N. Luego, por las propiedades de la variacion
total de una funcion, se tiene que

V2(f) = Vo (D + V() + -+ VY (f)SN
Como N es fijo, se tiene que f es de variacion acotada en [a,b].

Por la descomposicién de Jordan y como la suma y diferencia de
funciones absolutamente continuas es absolutamente continua, para
probar que f es la diferencia de dos funciones crecientes y
absolutamente continuas, es suficiente probar que la funcién variacién
total de f es absolutamente continua. Sea ¢ > 0. Como f es
absolutamente continua en [a, b] existe un § > 0 tal que para toda
coleccion finita 'y disjunta {(ay, by )}%=, de intervalos abiertos en (a, b)
con Yp_,(by — ai) < 6 setiene que Yy—|f(br) — f(ar)| < z Sea
{(ck, di)}i=1 una coleccion finita y disjunta de intervalos abiertos de
(a,b) tal que Y3_,(dy — ¢x) < 6. Paracada k =1,2,---,n sea P una
particion del intervalo [cy, dj]. Entonces
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vak(f) <§

Tomando supremo cuando k = 1,2,:-,ny P, € P([ck, di]) se tiene
que

n

d &
Y ss<e
k=1

Como V2 (f) = V% (f) — V() se tiene que si Xf-(di — ) <&
entonces

n

D WD -Vl = ) VP — V| = D vk <e
k=1 k=1

k=1

lo que implica que la funcién variacion total V de f es absolutamente
continua en [a, b].

En el siguiente teorema se caracterizan las funciones absolutamente
continuas.

Teorema 17: Sea f:[a,b] - R una funcién continua y sea F =
{f: n € N} la familia de funciones definidas por

f(x+z)-Fe

1
n

fn(x) =

(Ver demostracion del Teorema 14). Entonces, f es absolutamente
continua en [a, b] si y solo si F es uniformemente integrable en [a, b].

Demostracion.

De la observacion del Teorema 14 se tiene que si a<c<d < b.
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Entonces

d
f fo = gn(d) - gn(c)

donde g, es la funcion valor promedio de f definida por

1
1 (=
=1
ﬁ X

Suponga que la familia F es absolutamente integrable en [a, b]. Sea ¢ >
0. Entonces existe un § > 0 tal que si A es un conjunto medible con

1(A) < 6 entonces fA |f] < % paratodon € N. Sea {(ay, by)}r=,; una

coleccion finita y disjunta de intervalos abiertos en (a,b) tal que
Yrei(by — ap) < 6. Paratodo neNyk=1,2,---,m se tiene que

by,
gn(bk) - gn(ak) = fn
ak
Por lo tanto,
m m bk
PNEACEACHIED N INTAES WA
k=1 k=1" % A
donde A= Ujp=,(ax, br) yu(d) <é : Por lo

m

€
Z|gn(bk) — gn(ap)| < 5 para todon € N
k=1

Pero como f en continua en [a, b] se tiene que

1 (*n
lim g () = lim 7 [ "f = @)
n

tanto
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de donde
Db~ flagl <5 <e
k=1

Por consiguiente, f es absolutamente continua en [a,b].

Suponga ahora que f es absolutamente continua en [a, b]. Luego, por el
Teorema 16, f es la diferencia de dos funciones crecientes y
absolutamente continuas. De esta forma, se puede suponer, sin pérdida
de generalidad, que f es creciente. Por lo tanto, las funciones f,, son no
negativas. Se debe probar que para todo € > 0 existe un § > 0 tal que
para todo conjunto medible A de [a,b] con u(A) < 6 se tiene que

f fn<es paratodon € N
A

Sea A un conjunto medible de [a, b]. Luego, por el Teorema 1, existe un
conjunto Gs Gtalque A c Gy u(G— A) = 0. Pero todo conjunto G5 es
la interseccion de una sucesion decreciente de conjuntos abiertos.
Ademas, todo conjunto abierto es la unidn disjunta de una coleccion
enumerable de intervalos abiertos y, por lo tanto, todo conjunto abierto
es la unién de una sucesion creciente de conjuntos abiertos, siendo cada
uno la union de una coleccion disjunta y finita de intervalos abiertos.
Luego, por la continuidad de la integral, es suficiente determinar un § >
0 tal que para toda coleccion finita y disjunta {(ay,by)}r=, de

intervalos abiertos en (a, b)se tiene que fA fn < 2 paratodon € N,
donde A = Uj_,(ay, br) vy u(4) <6; lo cual se deja al lector.

EL TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO PARA LA
INTEGRAL DE LEBESGUE

Sea f:[a, b] = R una funcion continua. De la seccién anterior se tiene
que

b
J fn = gn(b) — gn(a), paratodon € N
a
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donde

Por lo tanto, como f es continua en [a,b], se tiene que
. b .
lim ['fy = lim (gn(b) = gn(@)) = f(b) = f(@).

Teorema 18: Sea f: [a, b] — R una funcion absolutamente continua en
[a, b]. Entonces f es diferenciable c.t.p en [a, b], f* es integrable en

[a,b] y ,
[r=r®-r@

Demostracion.

Como f es absolutamente continua en [a, b], por los Teoremas 15y 16
f esdiferenciable c.t.pen [a, b] y f”esintegrable en [a, b]. Por lo tanto,
la sucesion {f, };,—, converge c.t.p a f” en [a, b]. Por el Teorema 17, la
familia F = {f,,: n € N} es uniformemente integrable en [a, b]. Luego,
por el Teorema 9,

b b
j F=1im | £,
pero ’ ‘
b
iim [ fu= 1) - f@
por lo tanto,

[V =fb) - f(a).

Definicion 5: Sea f: [a, b] = R una funcién continua. f es una integral
indefinida (de Lebesgue) si existe una funcién integrable g: [a, b] - R
tal que

X

fo=f@+| g
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En este caso se dice que f es la integral indefinida de g en [a,b].

En el siguiente teorema se caracterizan las funciones que son integrales
indefinidas.

Teorema 19: Sea f:[a,b] » R una funcion. Entonces, f es
absolutamente continua en [a, b] siy solo si f es una integral indefinida.

Demostracion.

Suponga que f es absolutamente continua en [a,b]. Luego, f es
absolutamente continua en [a, x] para todo x € (a, b]. Por el Teorema
18 f es diferenciable c.t.p en [a, x] ¥

[ r=ro-r@

0 Sea que

o=@+ 1
a
Por lo tanto, f es la integral indefinida de f° en [a,b].

Reciprocamente, suponga que f es una integral indefinidade g en [a, b].

Sea e > 0. Como |g]| es integrable en [a, b], por el Teorema 8 existe un
& > 0 tal que si A es un subconjunto medible de [a, b] con u(A) < 6,

entonces fA lg| < €. Sea {(ay, by)}r=, una coleccion finita y disjunta

de intervalos abiertos de (a, b) tal que Y.z, (b, — ai) < 8. Entonces
A = Uj=,(ayg, by) es un subconjunto medible de [a, b] con pu(A4) < 6.

Luego por las propiedades de monotonia y aditividad de la integral se
tiene qué
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iv(bk) - f@dl =)
k=1

Esto implica que f es absolutamente continua en [a,b].

Teorema 20: Sea f: [a, b] — R una funcion monotona. Entonces, f es
absolutamente continua en [a, b] si y solo si f;f’ =f(b) — f(a).

Demostracion

Suponga que f es absolutamente continua en [a, b], entonces por el
Teorema 18, f es diferenciable c.t.p [a, b], f~ es integrable en [a, b] ¥

ff f = f(b) - f(a); independientemente de la hipétesis de
monotonia.

Suponga ahora que f es creciente (en caso contrario tome —f en lugar
de f)yque ff f =f)—f(a). Seax € [a, b]. Por laaditividad
sobre el dominio de integracion, se tiene que
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0=L7={ﬂm—fw»=[ff—(ﬂ@—f@»}ﬂﬁ7=WHM—f@n_

Por el Teorema 14 se tiene que

x b
[r-tw-r@)=oy [r-G®r-rw)<o

Por lo tanto,

x b
[r-t@-r@)=0y [ 1= -rw)=o
Asi ¢ *
o=@+ [ r

y f es la integral indefinida de f*. Luego por el Teorema 19 f es
absolutamente continua en [a, b].

Teorema 21: Sea f:[a,b] » R una funcién integrable. Entonces

%(L?) = f(x) c.t.pen[a,b]

Demostracion.

Sea F: [a, b] — R lafuncién definida por F(x) = f(ff. Como F es una

integral indefinida por los Teoremas 18 y 19, F diferenciable c.t.p en
[a, b] y F’ es integrable en [a, b]. Esto implica que F* — f es integrable
en [a, b].

Sea [x4,x,] < [a, b]. Por el Teorema 18y las propiedades de linealidad
y aditividad sobre el dominio de integracidn, se tiene que

[ie--(r-(

= F(x,) - F(xy) - j N
[
=0
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Luego, por el Teorema 10, (F' — f)(x) = 0 c.t.pen [a, b]; es decir,
d X
a(j; f) = f(x) c.t.pen|a,b].

CONCLUSIONES

1. Sea f:[a,b] » R una funcién. Si f € V[a, b], entonces, por el
Teorema 13, f(x) = g(x) — h(x) donde g y h son funciones
crecientes en [a, b]. Luego, por el Teorema 12, g y h son diferenciables
c.t.p en [a, b]. Esto implica que f es diferenciable c.t.p en [a,b] ¥y

f'(x) =g (x) —h'(x) ctpen [a b]. Ademas, por el Teorema 15, f*
es integrable en [a, b].

2.Sea f:[a, b] » Runafuncidn. Porel Teorema 19, f es absolutamente
continua en [a, b] si y solo si f es una integral indefinida. En este caso,
f es diferenciable c.t.p en [a,b], f° es integrable en [a,b] y

b
[r=ro-r@

Ademas, si f'(x) = 0 c.t.p en [a, b] entonces f es constante en [a, b].
3. Sea f:[a,b] » R una funcién de variaciéon acotada. Como f es
diferenciable c.t.pen [a, b]y f~ esintegrable en [a, b], se pueden definir
las funciones g, h: [a, b] = R por

900 = f Fy hG) = () - g

Por el Teorema 19 g es absolutamente continua en [a, b] vy, por el
Teorema 16 g es de variacion acotada en [a,b]. Ademas, por el
Teorema 21, h'(x) = 0 c.t.pen [a,b]. Asi f=g+h,donde g
es absolutamente continuay h es singular (o sea, de variacion acotada y
con derivada nula c.t.p en [a, b]). Esta descomposicion de una funcion
de variacién acotada es llamada una descomposicion de Lebesgue de f
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