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RESUMEN

Este trabajo presenta una contribucién
para el analisis de una familia de alinealidades
tipicas estaticas, que no consideran el
fendmeno de histéresis (saturacién, zona
muerta, ganancia variable y sus
combinaciones). El analisis utiliza el método
de la funcion descriptiva y se establece una
relacion entre los maximos o minimos de la
grafica de amplitud de la funcién y puntos de
quiebre de las caracteristicas estaticas no
lineales.

1. INTRODUCCION

Es un hecho conocido que muchas
relaciones fisicas son no lineales. Sin
embargo, existen algunas alinealidades que
podrian analizarse como una sola familia. De
esta forma seria posible obtener una solucién
general para esta familia. Lo anterior,
permitira analizar en una forma mas compacta,
la relacion existente entre diferentes
parametros de esta familia de alinealidades y
los maximos o minimos que se obtengan de la
grafica de amplitud de su funciéon descriptiva.

2. DESARROLLO DE UNA FAMILIA DE
ALINEALIDADES:

La familia a estudiar debe cumplir con la
relacion general:

y=-Mu(-x)u(A+x)u(K1x+K1A-M)u(-x-A)u(S+x)
+(K2x-(K1-K2)s+K1A-M)u(-x-S)

+Mu(x)u(A-x)+(K1x-K1A+M)u(x-A)u(S-x)
+(K2x+(K1-K2)s+K1A+M)u(x-S) (1)
donde x corresponde a la senal de entrada, y
corresponde a la sefial de salida y u(x)
corresponde a la funcién escalon unitario. En
la Figura 1 puede verse la grafica de y vs x.
Como se aprecia, existe un nivel de salida
inicial M y dos pendientes K1 y K2, y dos
puntos de cambio de pendiente Ay S.

Puede obtenerse diferentes casos tipicos
de la familia cambiando diferentes parametros
de la funcion (1), como se muestra en la Tabla
1. Sin embargo cabe resaltar que las
alinealidades alli expuestas, no son las Unicas
que pueden ser consideradas en esta familia,
ya que existen otras alinealidades que
cumplen con la funcién estatica general de
esta familia (1).

FIGURA # 1 y K2
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Un tipo de alinealidad que se presenta en
muchos sistemas fisicos es el de Zona Muerta,

basta con hacer K1=K2=K, M=0 y s=A, donde
K es la pendiente de la grafica que relaciona y

que puede verse en la Tabla 1 como el caso 1. con X.
Para encontrar su funcion descriptiva sélo
TABLA 1
FIGURA FUNCION ESTATICA FUNCION DESCRIPTIVA
4 CASO 1 K1=K2=K, S=A, M=0
N=K-2Karesin(A/X)
0<X<A K AXN[1-(AX)D)]

A

/ﬁ & X2A, Y=K (X-A) y=1,p=1,p=0
am
CASO 2 K1=K2=K, A=0
Ny < N=[4M/(nX)]+K
X20, Y=KX+M y=1,p =1
ra
= CASO 3 M=0, A=0
i2a N=K2+(2/m)(K1-K2)arcsin(S/X)
/]: 0<X<S, Y=KI1X H2m(K1-K2)(SXV[1-(S/X))]
5 X2S: Y=K2X+S(K1-K2) y=0, n=0

0<X<S, Y=KIX+M
X>8: Y=K2X+S(K1-K2)+M

CASO 4 K1=K, K2=0, M=0, A=0
N= (2K/m)aresin(S/X)
= 0<X<S, Y=KX HRKMSXNV[1-(S/X))]
' X=8: Y=KS p =0, u =0, y=0
e CASO 5 A=0

N= 4M/(rX)+K2
+2m)(K 1-K2)arcsin(S/X)
HUmK1-K2)SXN[1-(S/X))]
p=0
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CONTINUACION DE TABLA 1

A<X<S, Y=K1(X-A)
S<X, Y=K2 (X-S)+K1(S-A)

FIGURA FUNCION ESTATICA FUNCION DESCRIPTIVA
CASO 6 A=0
N=K2-2(K1l/m)arcsin(A/X)
0<X<A, Y=0 2K Ur)(AX N[ 1-(A/X))

H[2(K1-K2)m)(S/XONV[1-(A/X))
=0

/<_ CASO 7 K1=K, K2=0, M=0
i N=-2(K/m)arcsin(A/X)
& A ; 0<X<A: Y=0 S2AKST(AXW[1-(S/X)]
A = A<X<S, Y=K(X-A) +2(K/m)arcsin(S/X)
4" S<X, Y=K(S-A) “2(K/m)S/XV[1-(S/X)7]
E.u’ y=1,p=0
%
CASO 8 K2=K1=0, M=0, S=A=1
N=4M/(nX)
0<X, Y=M =0, p =1
.
/ CASO 9 K1=K=K2, S=A
N " N=4M/(mX)+K -(2K/m)arcsin(A/X)
a3 0<X<A, Y=M KAV 1-(AX)D)]
Lo d X2A: Y=K(X-A)+M p=1,y=1
/
o
e CASO 10 K1=K: K2=0
j N= 4M/(mX)-(2K/myaresin(A/X)
TanE 0<X<A, Y=M QKA XN[1-(AX)D)]
.E i wl = A<X<S: Y=K(X-A)+ M +(2K/m)arcsin(S/X)
i S<X: Y=K(S-A)+M +H2Km) (/X[ 1-(S/X))]
L =0
—

3. OBTENCION DE LA FUNCION

DESCRIPTIVA:

Si a la alinealidad que se muestra en la

entrada del tipo Xsin(wt), donde X es la
amplitud de la sefial y w es la velocidad
angular de la misma, la primera mitad del
semiciclo positivo de salida puede escribirse

Figura 1, se le inyecta una sefal senoidal a la como:
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i, ] o L T TN | (1 i |
y(t)=K1 Xsin(wt)+M-K1A................... tl<t<t2
y(t)=K2 Xsin(wt)+M-K1A+HK1-K2)s...t2<t<n/(2w)

(2)

Al aplicar la serie de Fourier a esta salida,
solo existiran los armonicos impares. Luego,
por la definicién de la funcién descriptiva, solo
se considera el primer armonico de esta serie.

Asi que:
4 05 .
Bl = ‘LZ y(t)sim(wt)d(wt) (3
T

Por simetria s6lo es necesario integrar hasta
n/2 y se multiplica la integral por 4.

Si se define:
B [ A
a = wtl = arcsin % (4)
o et (S
B = wt2 = arcsin =z (5)

se puede escribir la relacion (3) como:
4 ,

Bl =— stm(wt)d(m)
T

e f[K]Xsin(wt) +M - KIAsin(wt)d(wt)
T
o Lﬂ [K2Xsin(wt) + M - KIA + (Kl - K2)S|sin(wt)d(wt)
bl
(6)

Resolviendo las integrales y evaluando en los
limites de integracidn se obtiene:

4 o 2
Bl = —M+ K2X - 2KIX—+ =(K1- K2)Xp
n i

4 X X
-—KlAcos(a) + Kl—sin(2a) + (K2 — K1) —sin(2p)
T s n

i{K] ~- K2)Scos(B) (7)
n
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Sustituyendo (4) y (5) con (7) y luego
dividiendo todo por X se tiene:

N = S TN +K2- 2Earcsin(—é)
X =X m X

2K1 A A} _KiI-K2
SEE ] Bl ad
s

e
arcsin(—
X (X)

,KI-K2 8 | (SJZ
7 x| % (8)

Si se define la siguiente funcién:
2 : [

#(x)= —{arcsm(x) +xV1-x2 } 9)
T

donde x debe encontrarse en el intervalo
0<x<1, y ademas las siguientes variables:

K2 A, S [_M_) N
=g F S’ xF KIS el K1

la relacion (8) toma la forma siguiente,

N=(1-1)0-gP+7+ (WO (10)

que resultara muy Gtil en el analisis de la
funcion descriptiva.

4. MAXIMOS Y MINIMOS EN LA
FUNCION DESCRIPTIVA

Para encontrar los maximos y minimos de
esta relacién es necesario encontrar la primera
derivada, igualarla a cero y encontrar las
raices de la misma.
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{Hu=o (1)

Es evidente que 6 en la relacion (11) no se
puede despejar, luego su valor puede
obtenerse mediante la aplicacion de dos
métodos. El primero consiste en la aplicacion
de métodos numericos y el segundo consiste
en obtener una solucion aproximada mediante
un desarrollo en serie de potencias. El
segundo método tiene la ventaja que permite
ver el comportamiento de diferentes variables
en una forma mas compacta y es el que sera
utilizado en el analisis a continuacién.
Desarrollando (11) en serie de potencias se
obtiene:

C I
1-y)|1-=0“-=0"..
( v{ 3 3 }
~p[1—lp262—1p484— +u=0 (12)
2 8
En la mayoria de los casos practicos la
relacion S/X es mucho menor que 1, lo que

permite despreciar los términos de la serie
superiores a 0*, luego:

o
[l_y_p+“]+{—(1—”f)+f3 ‘82

2
g 5

{%}94 o (13)
Si se hace:

z=0% s y=1+p’

8
Ak i

b=Y—EL; c=p-vy-pti

entonces:

c+bz+az’=0

y la solucién sera:
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:_QM
(y—1+p”)
+J«y+p3—n2_su—y+p—p) (1)
(1-14p>)  (y-1+p)

En la gran mayoria de los casos practicos
la relacion A/S <1 lo que permite despreciar los
términos superiores a pZ. Luego, la gréafica de
amplitud de la funcidn descriptiva obtendra un
maximo o un minimo para el siguiente valor de
0:

.- Ll
0= -2+ 12+8(1_YJ (15)

Para determinar si en este punto hay un
maximo o un minimo, es necesario evaluar la
segunda derivada y determinar el signo de la
misma. Entonces derivando (11) con respecto
a 0 se obtiene:

gﬁ:(@)(l*m p’
o \n)|fime? i-ep |

En esta expresion el segundo término que
contiene a p® es muy pequefio, para casos
reales, por lo tanto la segunda derivada
dependera principalmente del valor de y. De lo
anterior, los sistemas con y >1 tendran un
minimo, aquellos con y <<1 tendran un maximo
y ambos, tanto el maximo como el minimo,
estan ubicados en el punto 6 calculado en
(15).

5. ANALISIS DE LA FUNCION
DESCRIPTIVA:

Un caso particular muy importante, que se
da comUnmente en la practica es analizar el
comportamiento e un amplificador con tres
zonas, la primera es una Zona Muerta, la
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segunda un nivel de amplificacion K1 y la
tercera un segundo nivel de amplificacion K2
(Caso 6 de la Tabla 1). Lo que corresponde a
tener un nivel M=0 6 p=0 en la ecuacidon
general de la familia. Finalmente, la ecuacion
general queda de la forma:

K1 A 2Kl A AN
N =K2-2—arcsin(—) - ——— l(fJ

b X n X X

2
el arcsin(é) spl=RE® |, [E]
T X T X X
. . ) (16)
Aplicando las mismas consideraciuiies

usadas para obtener la relacion (15), el modulo
de la amplitud tendrd un maximo que cumple
con la relacién (11) y puede escribirse como:

(1—y)J1_ez_pJ1—(pe)3:o (17)

resolviendo para 0 se tiene:

(1—}’)2—02
(1=y)*=p"

(18)

en un grafico n vs 0, para diferentes valores de
i, pyy Como primer caso en la Figura 2, se
observa un grafico, donde se muestra el
comportamiento de n vs 6 con u=0, p=0.25y vy
variable. Los valores de n y y estan tabulados
en el eje de las ordenadas. Se puede destacar
claramente que el maximo de este juego de
curvas esta cerca de 0=1.

Tambien es posible realizar un grafico para
p=0.5 manteniendo el resto de los parametros
iguales, como se muestra en la Figura 3. En
este caso, puede apreciarse que el maximo de
la grafica de amplitud sufre un leve corrimienta
hacia la izquierda, al igual que una disminucion
de su valor pico.

Seria de interés considerar el efecto de p
sobre las graficas de amplitud de la funcion
descriptiva. La Figura 4 muestra este efecto.
Como es posible observar, al tomar en cuente

el término, i(u)(@) se nota un aumento en el
T

valor de pico maximo de la grafica de amplitud
de la funcion. Si u es lo suficientemente
grande, la relacion (10) podria escribirse,

Tigrura 2

Es practico  considerar

nviB® conu0, pr025

FIGURA 2

0 ny "]

{pl

1»1, en otras palabras A

<< S en el dispositivo a

estudiar. Entonces, 0 =1, lo
que indica que para este caso

el punto donde esta ubicado el
maximo es practicamente

constante, es decir, alrededor
de 6=1 y sb6lo depende

levemente de y y p.

Es posible graficar la relacion
(10),

4
n=(1-y)gd—-g(pd)+y+ - ()(6)

Un Enfoque al Analisis de una Familia de Alinealidades Tipicas Estalicas;

n= 2 e)
|

y terminaria por ser practicamente lineal.

(19)
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6. CONCLUSIONES

En esta contribucion se demuestra, que
todas las alinealidades estaticas que cumplan
con la funcion estatica general (1), pueden
estudiarse en una forma mas compacta y

presentan un comportamiento mas o menos
similar dentro de esta familia. Ademas, es
evidente que el estudio de sus funciones
descriptivas se facilita utilizando relaciones
entre parametros, por ejemplo p y y en vez de

lIn Fnfonie al Anélicis de 11Ina Familia de Alinealidades Tlnir,an_m.a.‘:
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utilizar dichos parametros directamente como

K1, K2, Ay S.

Entre las caracteristicas mas importantes
que han sido descubiertas en esta familia, se
destacan las siguientes:

e ElI maximo o minimo de la grafica de
amplitud de la funcion descriptiva esta
ubicado en las cercanias de 6 =1 y su
posicion es muy levemente afectada por p,
PYYs

e para y 21 se tendra un maximo y para y
<<1 se tendra un minimo alrededor de 6
=1;

e uy p tienen una marcada influencia sobre
el valor pico maximo de la funcién;

e u influye significativamente, sobre la
linealidad de la relacién general (10).

En estos andlisis se han hecho
consideraciones practicas, con valores de p
muy pequefios. El analisis puede extenderse
para otros valores, utilizando, las relaciones
generales (10) y (11), luego los maximos o
minimos de la grafica de amplitud de la funcion
descriptiva pueden obtenerse a través de
meétodos numéricos en una computadora.
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