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RESUMEN

Sea {f, };-=1, una sucesion de funciones contintas definidas en un intervalo I que converge puntualmente
a la funcion f en 1. Es bien conocido que la funcién f puede o no ser continua en 1. Sin embargo, la
funcién f posee algunas propiedades interesantes. El propésito de este articulo es usar esta idea para
definir las funciones clase uno de Baire, estudiar sus propiedades algebraicas y probar que el limite
uniforme de una sucesion de funciones de clases uno de Baire es también una funcion clase uno de Baire.

PALABRAS CLAVES

Continuidad, sucesion de funciones continuas, convergencia puntual, convergencia uniforme,
funciones clase uno de Baire.

ABSTRACT

Let {f,,}o=1, be a sequence of continuous functions defined on an interval I that converges
pointwise to the function f on 1. It is well known that the function f could be continuous or
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not I. However, the

function f have some interesting properties. The purpose of this article is to use this idea in
order to define the Baire class one functions, study their algebraic properties and prove that
the uniform limit of a sequence of Baire class one functions is also a Baire class one function.

KEY WORDS

Continuity, sequence of continuous functions, pointwise convergence, uniform convergence,
Baire class one functions.

INTRODUCCION

El siguiente teorema es un resultado bien conocido en la teoria del andlisis real (Barthle,
2014; Rudin, 2016).

Teorema 1 (Convergencia Uniforme y Continua): Sea {f,};—; una sucesion de
funciones definidas en un intervalo I, c €1y f:1 - R. Suponga que la sucesion
{f}o=1 converge uniformemente a f en 1. Si cada funcidn f,, es continua en c, entonces
f es continua en c. Por lo tanto, si cada funcion f,, es continua en I, entonces f es
continua en L.
La pregunta es qué ocurre si la sucesion de funciones {f,}n=; converge sélo
puntualmente a f en I. El siguiente ejemplo muestra que la convergencia uniforme es
una condicion necesaria para que se satisfaga el Teorema 1.

Ejemplo 1: Sea {f,}n=1 la sucesion de funciones contintas definidas en el intervalo
[ =[0,1] por

fa(x) = x"
Note que

lim f,(x) = lim x™ = 0, sio<x<1
n—->oo n—oo

lim f,(x) = lim x™ =1, si x=1
n—->oo n—-oo
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Asi pues, la sucesion de funciones {f; }n=, converge puntualmente a la funcion f en I,
donde

0<x<1
,x =1

Fo ={]

Note que f no es continuaen I = [0,1] y no satisface la propiedad del valor intermedio.

En conclusién, el limite uniforme de una sucesién de funciones continuas es continuo,
pero el limite puntual de una sucesion de funciones continuas puede no ser continuo.
Sin embargo, las funciones que son limites puntuales de sucesiones de funciones
continuas tienen propiedades muy importantes, las cuales se investigaran en este
articulo. En particular, se investigara si las funciones clase uno de Baire posee puntos
de continuidad.

FUNCIONES CLASE UNO DE BAIRE

Definicion 1: Sea f:[a,b] — R una funcion. f es una funcién de clase uno de Baire
si f es el limite puntual de una sucesion de funciones continlas definidas en [a, b]

Ejemplo 2: La funcién f:[0,1] — R definida por

O0<x<1
,x =1

flx) = {(1)

es una funcién clase uno de Baire, la cual no es continua en [0,1].

Ejemplo 3: Sea f:[a,b] — R una funcion continua. Considere la sucesion de
funciones {f, },—, definidas en [a, b] por

fo(x) = f(x), paratodo n > 1, xe[a, b].

Luego {fu}m=1 €S una sucesion de funciones continuas en [a,b] que converge
puntualmente a f en [a, b]. Por lo tanto, f es una funcidn clase uno de Baire.

Ejemplo 4: Sea f:[a, b] — R una funcién diferenciable en [a, b]. Se probara que la
derivada f” es una funcion clase uno de Baire en [a, b]. En efecto, sin pérdida de
generalidad, se supondra que f(x) = f(b) paratodo x > b. Para cada neN defina la
funcion fn:la, b] — R por
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fx+3) - 7@
Yn

Luego, {f,}n=1 €s una sucesion de funciones continlas definidas en [a, b]. Ademas

fn(x) =

Flx+a)-f@_ 0

Jim £ () = lim 1/

Asi pues, {f,}n=1 €s una sucesion de funciones continuas que converge puntualmente
a f”en [a, b]. Por consiguiente, f”es una funcion clase uno de Baire en [a, b].

En el siguiente teorema se presentan las propiedades algebraicas de las funciones clase
uno de Baire

Teorema 2: Sean f y g funciones de clase uno de Baire en [a,b]

i.  Kf esuna funcién clase uno de Baire en [a, b], donde KeR.
ii.  f 4 gesunafuncion clase uno de Baire en [a, b].
iii.  fg esunafuncion clase uno de Baire en [a, b].

Demostracion:

i. Como f es una funcion clase uno de Baire en [a, b], existe una sucesion de
funciones continuas {f;, }n= definidas en [a, b] que converge puntualmente a f
en [a,b]. Sea h, = Kf,, entonces {h,}y=1, €S una sucesion de funciones
contintias definidas en [a, b] que converge puntualmente a Kf en [a, b]. Por
consiguiente Kf es una funcion clase uno de Baire.

ii.  Sean {filne1 Y {gn}me1 dos sucesiones de funciones contintas definidas en
[a, b] que convergen puntualmente a f y g, respectivamente, en [a, b]. Luego
{fn + gntn=1 €S una sucesion de funciones contintas definidas en [a, b] y que
converge puntualmente a f + g en [a, b]. Por lo tanto, f + g es unas funciones
clase uno de Baire en [a, b].

iii.  Esta demostracion es similar a la (ii).

Teorema 3: Sea f es una funcién clase uno de Baire en [a,b] Yy h: R — R es una
funcién continua en R. Entonces hof es una funcidn clase uno de Baire en [a, b].
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Demostracion:
Sea {f,, }n—1 Una sucesion de funciones continuas en [a, b] que converge puntualmente

a f en [a, b]. Luego, {hof, }o=, €S una sucesion de funciones contintas definidas en
[a, b]. Ademas, como h es continua en [a, b], para cada xe[a, b], se tiene que

lim (hof,)(x) = lim h(f, ()
= h(lim £,())
=h(f(x))
= (hof )(x)

Por lo tanto, la sucesion de funciones continuas, {hof;, };=, converge puntualmente a
hof en [a, b]. Asi pues, hof es una funcion clase uno de Baire en [a, b].

Notacion: El conjunto de las funciones clase uno de Baire definidas en el intervalo
[a, b] se denota por B,. Asi

B; ={f:[a,b] — R/ f es clase uno de Baire en [a, b]}

Del Ejemplo 3 se tiene que C ([a,b], R) € B;, donde C ([a, b], R) es el conjunto
de las funciones contindas definidas en [a,b].

Teorema 4: Sea f: [a,b] — R una funcion clase uno de Baire en [a, b] y suponga
gue existe un M > 0 tal que

|f(x)] <M, paratodo xe[a,b]

Entonces, existe una sucesion de funciones continuas {f;, }n=, definidas en [a, b] que
converge  puntualmente a  f en [a, b] y tal que

|fn(x)| < M, paratodo xe[a,b] yneN
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Demostracion:

Sea {gn}n=1 Una sucesion de funciones continuas definidas en [a, b] que converge
puntualmente a f en [a, b]. Para cada neN defina la funcion f,: [a, b] — R por

-M, sig,(x)<—-M

fa(@) =4gn(x), si g =M
M, Sign(x) >M

Sea xe€(a, b]. Si g,(x) < —M, entonces como f es continua en x, existe un § > 0 tal
que g,(y) < —M, para todo ye(x — 8§, x + &) n[a,b]. Por lo tanto, f,(y) = —M
para todo ye(x — 6, x+ &) N [a,b]; lo cual implica que f, es continua en x. El
mismo resultado se obtiene si g,,(x) > M. Suponga que |g,(x)| < M. Luego, como
Jn €S continua en x, existe un 6 > 0 tal que |g,(x)| < M para todo ye(x — &, x+
&) N [a,b]. Por lo tanto f,(y) = g,(y) paratodo ye(x — &8, x + &) n[a,b]. Como
Jn €S continua en x, se tiene que f;,, es continua en x. Suponga que g, (x) = —M. Sea

0<e< %. Como g,, es continua en x, existe un § > 0 tal que

|9, (¥) — gn(x)] < E siempre que ye(x — &, x+ 8) N [a,b].
O sea
lg.(¥) + M| < €L %, siempre que ye(x — 8, x+ &) N |a,b].
Sea ye(x — 6, x+6) Nnla,b]. Note que gn(y) < —M

e Sig,(y) < —M, entonces
() — ()| =|-M+M|=0<¢
e Si|g,(y)| < M, entonces

) = /] = 1gn () — gn(D <= <&

Por consiguiente, f,, es continua en x.

El mismo resultado se obtiene si g, (x) = M.

En conclusion, se tiene que £, es continua en [a, b], para todo n = 1. Asi, {f,,}n=1 €S
una sucesion de funciones contintas definidas en [a, b] y tal que |f,,(x)| < M, para
todo xe[a,b] yn = 1.
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Sea xe[a, b], entonces por hipotesis |f(x)| < M

e Suponga que |[f(x)| < M. Como
lim g,(x) = f(2)

Se tiene que existe un N; > 1 tal que |g,(x)| < M, para todo n > N;. Esto implica
que

li_r)lgo fn(x) = ,lll_r){,lo fn(x) = rlll_f)glo gn(x)
n n>N1 Tl>N1

= lim gn(x) = f(x)
e Sif(x) =—M, entonces
lim g,(x) = —M
n-oo

Luego existe un N; > 1 tal que f,,(x) = g,(x) 0 f,(x) = —M, paratodon > N;. Por
lo tanto,

fG) = lim g,(x) = Jim fr(x) = lim f,(x)

n—-oo
n=N,q

Asi pues, {f,};=1 €s una sucesion de funciones continuas convergente puntualmente a
f en [a, b] tal que cada f, es acotado por M.

Teorema 5: Sea {f;, },—, una sucesion de funciones clase uno de Baire en [a, b] y sea
Y1 M, una serie de nimeros reales positivos convergentes. Si |f,,(x)| < M,, para
todo n > 1 y xela, b], entonces la funcién f(x) = Yo, f,,(x) es una funcién clase
uno de Baire en [a, b].

Demostracion:

Por el M-test de Weierstrass (Bressoud, 2007; Schramm, 2008), la funcion f esté bien
definida en [a,b]. Para cada n > 1 existe una sucesion {gni}m-,; de funciones
continuas que converge puntualmente a f,, en [a, b]. Por el Teorema 4 se puede suponer
que lgn(x)| < M, paratodo m =1 y xe[a,b]. Para cada n = 1 defina la
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funcién

h = gn+ gn+ -+ gn

Note que {h,}n=; €S una sucesion de funciones continlas definidas en [a, b].

Sea xela,b] y € > 0. Por hipotesis existe un entero positivo N, tal que

o
Mk <¢g
k=N1+1

Existe un N > N; tal que
|98 () = fx(¥)| < ~— paratodo 1 <K < Ny, i =N,
1

Sean n = N, entonces

I () = £ = Z HOE i fi®

K=1 K=1
Ny n )

< NGE@ = fe@l+ D 1K@+ D Ifew
K=1 K=N1+1 K=N1+1
Ny n )

<2 () 2, mer ), m
k=1 ! K=N1+1 K=N;+1

<e+ e4+e=3¢

Por consiguiente, la sucesion {h,, (x)};-, converge puntualmente a f (x) en [a, b]. Esto
implica que f es una funcion clase uno de Baire en [a, b].

Teorema 6: Sea {f,,}n=; una sucesion de funciones clase uno de Baire en [a, b], si
{f}n=1 converge uniformemente a f en [a, b], entonces f es una funcién clase uno de
Baire en [a, b].

Demostracion:
Como {f, }m=1 converge puntualmente a f en [a, b], existe un nimero natural n, tal
que

Ifn,(x) = F(0)| < % paratodo xe[a, b]
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De igual manera existe un nimero natural n, > n, tal que
|fn, ) — F()| < ziz paratodo xe[a, b]

Continuando con este proceso, se obtiene una subsucesion {fnk}:;l de {fn}n= tal que
|/, () — ()] < zik paratodo xe[a, b]

Note que

s ) = fa O] < [y (0 = FOO] + [, () = ()
1 1

2k+1 + 2k
1 1 1
Sk TR T o

oo ., - -
Por lo tanto, {fn,ﬁ1 - fnk}k=1 es una sucesion de funciones de clase uno de Baire en
[a, b] tal que

| GO = fr, | < My, = Zk_1—1 para todo xe[a, b]

=1
S-S e
K=1

K=1

Note ademas que

p

Kzzl(fnkﬂ - fnk)(x) = gl_)ngo z (fnkJr1 (x) — fnk(x))

=1

=

= 1im (s @) = £, @)
= () = fu, )
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Luego, por el Teorema 5, f — f, es una funcion clase uno de Baire en [a, b].

Finalmente, por el Teorema 2, la funcion f = (f — fry )+ fn, €s una funcion clase
uno de Baire en [a, b].
Ejemplo 5: Sea {f,,}n= la sucesion de funciones definidas en el intervalo [0,1] por

1 ] 1
-, Si x=—
n

fn(x) = x

n?x, si 0<x<-—
n

Note que cada funcion f;, es continuaen [0,1] y

e Si0<x<1,entonces lim f,(x) =§
n—oo

e Six = 0,entonces lim f,(x) =0
n—oo

Asi pues, la sucesion de funciones continuas {f,}n=,; converge puntualmente a la
funcién f en [0,1], donde

1
f(x)=;’ si 0<x<1
0, si x=0

Por lo tanto, f es una funcion clase uno de Baire en [0,1]; sin embargo f no es acotada
en [0,1].

Teorema 7: Sea f: [a,b] — R una funcion continua en (a, b] (respectivamente en
[a, b)). Entonces f es una funcion clase uno de Baire en [a, b].

Demostracion:

. 1 . .
Sea N un namero natural tal que - < b — a. Para cada numero natural n > N defina la
funcion f,:[a,b] — R

fx), si a+l< x<b
fil) = n .
n

n[f(a+%)—f(a)](x—a)+f(a), sa<x<a+

185



Note que {f,}m=n €S una sucesion de funciones contintas definidas en [a, b] que
converge puntualmente a f en [a, b]. Por lo tanto, f es una funcion clase uno de Baire.
El caso [a, b) se prueba de manera similar.

Teorema8: Sean f: [a,c] — RY g: [c,b] — R funciones clase uno de Baire en [a, c]
y [c, b], respectivamente tales que f(c) = g(c). Considere la funcion h: [a,b] — R
definida por

f(x), a<x<c

h(x) = {g(x), c<x<b

Entonces h es una funcion clase uno de Baire en [a, b]

Demostracion:

Existe una sucesion de funciones continuas {f;, }n-, definidas en [a, c] tal que
111_1)1010 frn(x) = f(x), paratodo xela,c]

De igual manera, existe una sucesion de funciones continuas {g,}n=, definidas en
[c, b] tal que

lim g,(x) = g(x), paratodo xe[c, b]
n—-oo

, 1 1 ,
Sea N un ndmero natural tal que a < ¢ — s<c<ct+-< b. Para cada numero
natural  n = N defina la funcion h,,: [a,b] — R por

1
frn (), sianSc—;

n[f(c)—ﬂ(c—%)](x—c)+f(c), sic—%<x$c

[on(c+2) 0] (c—e =D rale+5). siesa<er
ngnlct—)—g@f(x—c——)+glc+s), sic<x<c+—

1
gn (%), sic+ESbe

h, (x) =

Note que {h,}a=y €S una sucesion de funciones continuas definidas en [a, b] ¥
e Sia <x <c,entonces lim h,(x) = lim f,(x) = f(x) = h(x)
n—->oo n—>oo
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e Sic <x < b,entonces lim h,(x) = lim g,(x) =g(x) = h(x)
n—-o0o n—-0o
e Six = c,entonces lim h,(c) = lim f(c) = lim g(c) = h(c),yaque f(c) =
n—>oo n—>oo n—>oo
g(c); oseaque {h,}m-, converge puntualmente a f en [a,b].

Asi pues, h es una funcion clase uno de Baire en [a, b].

Teorema 9: Sea ce(a,b) y h:[a,b] — R una funcién continua en [a, b] — {c}.
Entonces, h es una funcibn clase uno de Baire en [a, b].

Demostracion:
Sea f:[a,c] — Rlarestriccionde hala,c] y g:[c,b] — Rlarestriccionde h a

[c,b]. Por lo tanto f es continua en [a,c) Yy g es continuas (c, b]. Luego, por el
Teorema 7, f es una funcion clase uno de Baire en [a,c] y g es una funcion clase

uno de Baire en [c, b].
Note que
_(f(), a<x<c
h(x) = {g(x), c<x<b

por consiguiente, por el Teorema 8, h es una funcidn clase uno de Baire en [a, b].
Como una consecuencia de los Teoremas 7,8,9 se obtiene el siguiente resultado

Teorema 10: Sea f: [a,b] — R una funcién y Dc(f) = {xe[a, b]/ f es discontinua
en x}. Si Dc(f) es finito, entonces, f es una funcién clase uno de Baire en [a, b].

Demostracion:

Solo hay que aplicar los Teoremas 7,8,9 repetitivamente.

Ejemplo 6: Recuerde que una funcién f: [a,b] — R es una funcién escalonada si
existe un conjunto finito { J,: 1 <k < n} de intervalos disjuntos, posiblemente

degenerados, tal que [a,b] = Uk=1Jx Y, f €s constante en cada J,.

Como Dc(f) es un conjunto finito, por el Teorema 10, f es una funcién clase uno de
Baire en [a, b].
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Ejemplo 7: Considere la funcion de Johannes Thomae (Dunham,2005) f:[0,1] — R
definida por

0, six & Q
1 p
f(.X'): ) Six =-— ) (p'CI):l
q q
0, six=20

Se sabe que Dc(f) = Q n (0, 1], el cual es un conjunto infinito enumerable. Asi, se
puede escribir

Dc(f) = Qn(0,1] = {ry,1ry,13, ...}
Para cada nimero natural n defina la funcion f,;: [0,1] — R por

_(f), si x=1m, k=1,2,.., n
fn (x) - { O en IOS otros casos

)

Note que Dc(f,) = {ri,1s,,...,1}. Luego, por el Teorema 10 £, es una funcién clase
uno de Baire en [0,1]. Se probard que la sucesion de funciones {f,,}n-; converge
uniformemente a f en [0,1]. En efecto, sea € > 0. Luego, por la propiedad

- . , 1 P , .-
arquimedeana existe un numero natural N, tal que —<E& So6lo hay un namero finito

1

de numeros racionales con denominadores menores que N;. Por lo tanto, existe un
namero natural N > N; tal que

flr) < Ni <e, paratodo k=N

e Six =0,entonces f(x) = f(0) = f,(0) = 0 paratodon = 1. Por lo tanto
Ifu(x) —f(x)]=0<¢, paratodo neN

e Sixe[0,1] — Q, entonces f,(x) = f(0) =0 paratodon = 1. Por lo tanto
Ifu(x) —f(x)]=0<¢, paratodo neN

e Supongamos que xeQ N (0, 1]. Entonces, existe un keN tal que x = ;. Luego,
si n > N setiene que
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fn(x):fn(rk) = f(rk) = f(x), si k<n

Si k > n, entonces

=) =0y f(x)=fn)= % donde, x =1y = § g =1

Luego
() —f)=0<e, si k<n
Ifu(x) = f)| = f(rn) <e si k>n>N
Asi pues,

If,(x) — f(x)] <&, paratodo xe[0,1]] y n=N

Lo que implica que la sucesion de funciones clase uno de Baire {f,}n=, converge
uniformemente a f en [0,1]. Finalmente, por el Teorema 6, f es una funcién clase uno
de Baire en [0,1].

Observacion: Si en lugar de definir f(0) =0 en el Ejemplo 7, se define f(0) = p,
peR, p # 0. Entonces

De(f)=Q@n[01] y D(f)=1n[01]

y f es una funcién clase uno de Baire en [0,1]. La demostracion es practicamente
igual a la del Ejemplo 7.

Ejemplo 8: Sea E un subconjunto cerrado, nunca denso (o0 sea que E = E no contiene

intervalos abiertos) del intervalo [a, b] tal que a, beE. Como [a, b] — E €s un conjunto
abierto y no vacio de nimero reales, él se puede expresar como
[ee]

6] = F = (@ ba)
n=1
donde los intervalos (a,, b,) son disjuntos dos a dos.
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an+by

Para cada neN tome c,,— y sea {z,} una sucesion de nimeros reales.

Defina la funcion f: [a,b] — R por

e f(x)=0,paratodo xeE
e f(cy) = z,, paratodo neN
o feslineal en [ay,, c,] Y [cn, by]; 0 sea que £ conecta los puntos (a,, f(ay)),

(cn f(cn)) con un segmento y los puntos (¢, f(cn)), (bn, f(by)) con un
segmento.

Note que a,, b,€E, paratodo neN. Por lo tanto, f(a) = f(a,) = f(b,) = f(b) = 0,
para todo neN. Luego, por la definicion de f, se tiene que |f(x)| < |f(c)| = |z,]
para todo xe(a,, b,). Ademas, f(x) > 0 para todo xe(a,, b,) si z, > 0; f(x) <0
para todo xe(a,, b,) si z, <0 y f(x)=0 para todo xelay, b,] si z, =0.

Sean c¢,de(a, b] tal que f(c) < k < f(d).

Supongamos que ceE, entonces f(c) = 0 < k < f(d). Esto implicaque d & E; por lo
tanto, existe un neN tal que de(ay, b,). Luego, f(a,) =0<k < f(d). Por la
definicion de f, se tiene que f(a,) =0 <k < f(d) < f(c,) = z,. Por la linealidad
de f en [a,, c,], se tiene que existe un xe(a,, c,,) tal que f(x) = k.

Igual resultado se obtiene si deE. Asi que suponga que ¢, d & E. Luego existen m, neN
tal que ce(a,y,, b,,,) Y de(ay, by).

e Si z, =0, entonces f(c)=0=f(a,) <k<f(d)<z,=f(c,) por la
linealidad de f en [a,, ¢, ], se tiene que existe un xe(a,, c,,) tal que f(x) = k.

e Un resultado similar al anterior se obtiene si se supone que z,, = 0.

e Suponga que Zm > 0, entonces 0<f(c) <k<f(d).
Porlotanto, f(a,) =0 <k < f(d) < f(c,). Luego, por la linealidad de f en
[a,, cn], se tiene que existe un xe(ay,, c,) tal que f(x) = k.

e Un resultado similar al anterior se obtiene si se supone que z, < O.

e Suponga que z,, <0< z,. Si k=0, entonces f(a,,) =k=0.Si k<0,
entonces f(c¢,y,) =z, < k <0 = f(b,,). Por la linealidad de f en [c,,, bl
existe un xe[c,,, by,) tal que f(x) = k.
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Asi, en cualquier caso, existe un xe(a, b) tal que f(x) = k. Por consiguiente f tiene
la propiedad del valor intermedio en [a, b].

Se probara que f es una funcion clase uno de Baire en [a, b]. En efecto, para cada neN
defina la funcion f,: [a, b] — R por

n
_rw,siox=| Ja@n
fa(x) et
0o , en los otros casos

e Sea xeE, entonces x & U,—,(a,, b,). Esto implica que f,(x) = 0, para todo
neN. Por lo tanto

lim £,() = 0= £(x)

e Sea xela,b] —E = U;-.(a, b,). Entonces existe un mnyeN tal que
x€(any, bn, ). LUego f, (x) = f(x) paratodo n = n,. Por lo tanto

lim f,(2) = Jim, fo(x) = Jim, f(x) = £ ()
nzng, nzng
Asi pues, {f, }n—, converge puntualmente a f en [a, b]. Por otro lado, por la definicion
de f,, setiene que cada f;, es continuaen [a, b]. En conclusion, {f, };—1 €S unasucesion
de funciones continuas que converge puntualmente a f en [a, b]. Por consiguiente, f
es una funcién clase uno de Baire en [a, b].

Finalmente, se probara que f es continuaen [a, b] si, y sélo si, {z,, };—, €S una sucesion
convergente a cero.

e Suponga que f es continuaen [a, b] y que la sucesion {z,}-, no converge a
. .y o .
cero. Luego existe un €, > 0 y una subsucesion {an}k , de {z,};-; tal que

() |2, | > €0, paratodo keN

Como ¢y, €[a, b] paratodo keN, existe una subsucesion {an }

g de {cn, }, _, tal que

lim ¢, = cela,b]

jooo j
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Suponga que c & E, entonces existe un meN tal que ce(a,,,b,). Sea

1
& =Emin{c—am,bm—c}>0

Como los intervalos abiertos (a,,, b,,) son disjuntos dos a dos, se tiene que
|an_ - C| > 0p, para todo Ny, >m
]

00}
lo que contradice que {cnk_} converge a c. Asi pues, ceE.
1j=1

Por otro lado, como f es continua en c, se tiene que

0= £(@) = (limen, ) = lim (cn, ) = limzs,

J

Lo que contradice (). Por consiguiente,

limz, =0
n—-oo

e Suponga ahora que

limz, =0
n—-oo

Por la definicion de f, se tiene que f es continua en Uy—,(ay, b,,). SeaxeE 'y € > 0.
Entonces f(x) = 0 y existe un nimero natural N tal que

|z,| < €, paratodo n >N
Luego, por la definicion de f, se tiene que
lf )] < lz,| < &, paratodo  ye Us=y(ay, by)
Por lo tanto,

If @) —f)|=1fOI <&, paratodo  ye Up-y(an, by)

Por otro lado, como f(a,) = f(b,) = 0 paratodo neN, por la definicion de f, existe
und >0talque a,+6 <b,, a,<b,—08Yy

If)I <€, paratodo ye(UY=i(ay a, +8)) U (UN=1(b, - 6,b,))
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Suponga que |x — y| <&, yeUN-Z1(a,, b,). Luego existe unn,, 1<ny <N —1
tal que ye(ay,, by, ). Por lo tanto ye(ay,, an, +6) 6 ye(by,—s, by, ). Esto implica
que

If) —fI=IflI<é&

Finalmente, si yeE, entonces

lf)=fI=0
Se ha probado asi, que existe un § > 0 tal que
lf(x) = f(y)| < &, siempreque |y — x| < &, yela, b].
Esto implica que f es continua en xeE. En conclusion, f es continuaen [a,b].
CONCLUSIONES

1. Dada una sucesion de funciones continuas f :1—>0 y f:1 —0 una

funcion; si la sucesion { f,}” converge uniformementea f en I, entonces la

funcion f es continuaen 1 . Sin embargo, si la convergencia es puntual en |
no se puede asegurar que f es continuaen | (Folland, 2007; Gordon, 2001).

2. Toda funcion continua f :[a, b] —[] es el limite puntual de una sucesién de
funciones continuas { f,}” en [a,b]. Porlotanto, € ([a,b], R) & B;.

3. Del Teorema 2 se deduce que B, es un espacio vectorial sobre [ . Ademas,
C ([a, b], R) es un subespacio de B,.

4. Si f:[a,b]—>0 es una funcién de clase uno de Baire acotada en [a,b] y si

|f(x)|s M, para todo XE[a, b] entonces existe una sucesion de funciones

continuas { f,} " definidas en [a,b] que converge puntualmentea f en [a,b]

y tal que

f,(x))<M paratodo xe[a,b] y nell.
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5. { f, }:’zl es una sucesion de funciones clase uno de Baire en [a, b] que converge
uniformemente a la funcién f :[a,b]—>0 en [a,b], entonces f es también
una funcién clase uno de Baire en [a,b].

6. Si f:[a,b]—>0 es una funcién tal que el conjunto Dc(f) = {xe[a,b]/ f es
discontinua en x} es finito, entonces f es una funcion clase uno de Baire en

[a,b].

7. Un resultado fundamental del analisis real es que si { f}~ es una sucesion de

funciones contintas definidas en un intervalo Iz[a,b] que converge
puntualmente a la funcion f:1 —[, entonces el conjunto
C, ={xel:f escontinuaenx} es denso en 1. Por consiguiente, si

g:[a, b]—>D es una funcion continua clase uno de Baire, entonces ges

continua en un subconjunto denso de [a,b] (Gordon, 2001; Natanson, 2016;
Olmsted, 2009).
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