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I. INTRODUCCION

La biomatematica es una disciplina que data de
principios de este siglo y por su propia naturaleza, no
es posible delinear un claro desarrollo histérico como
ciencia. .

Sin embargo, no resulta complicado de scribir las
metas de la biomatematica dentro del desarrollo de la
ciencia modema.

Partiremos del supuesto de que la meta basica
delaciencia moderna, es crear modelos matematicos
que describan o puedan predecir el comportamiento
de un fenémeno real.

S1 bien es cierto que existen fuctores que limitan
la confiabilidad de un modelo, también es cierto que
es posible ajustarlo razonablemente, de manera tal que
responda a una situacion real. En este caso diremos
que el modelo que describe un cierto fenémeno es
“bueno” y confiable. Podemos decir entonces, que
una de las metas de la biomatematica es crear, en torno
aun fenomeno bioldgico, modelos matematicos, reglas
operacionales o estructuras matematicas que describan
el fendmeno biolégico estudiado.

II. DINAMICA DE CRECIMIENTO DE UNA
SOLA ESPECIE.

Analizaremos este fendmeno bajo las hipétesis

siguientes:

i) X representa el nimero de individuos de una
especie E, que habita en un sistema
ecoldgicamente cerrado.

ii) El alimento y el habitat de la especie son

abundantes.

iii) Las condiciones de alimentacion y habitat

son Optimas.

Bajo las hipdtesis anteriores se tiene que las
variaciones con respecto al nimero de individuos, es
directamente proporcional al nimero presente de
individuos en un instante cualquiera. Luego se tiene el
modelo

dx
—=ax ; acR’

dt

Asumiendo que el nimero inicial de individuos es
X,, Se tiene la solucion

@2.1)

X(t) = xpe™ (2.2)
El modelo (2.1), llamado también “MODELO DE
MALTHUS?, no se ajusta a la realidad ya que el
crecimiento de individuos es ilimitado (cuando t —o0,
X(t) >0) mientras que, aunque la cantidad de
alimento y el habitat son abundantes, no deja de ser
limitado dado que se trata de un sistema ecologico
cerrado. Por este motivo debemos considerar un
modelo matematico mas consono con la realidad.
Para restringir el crecimiento del nimero de
individuos, ensayemos con una aproximacion de orden
superior dada por el modelo

& —ax -bx? ;a, beRDb>0

= (2.3)

Asumiendo que x(t,) =X, se tiene

J:n ax-c-ixbx2 B J:dt
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y lasolucion viene dada por

%
t) =
x(t) y
14| 28 _1]entw)
Xp

x(t)

(2.4)

a/b= et |+« o v o n e m e e e e e e

3h Punto de inflexién

Xo

OBSERVACIONES f .- ,

1. El crecimiento del niimero de individuos es limitado crecimionto lento _ Crecimiento acelerado
(cuando t »a, X(t) = Xpax— a/b ). 0

\

2. Conociendo el tamafio de la poblaci()n en dos Figura 1. Funcién logistica de crecimiento de la poblacién
momentos distintos (diferentes at,,), tales que el
tiempo que existe entre t, y t; sea el mismo que Haciendo t,= 0 en la solucién (2.4) se tiene
existe entre t; y t, , podemos calcular la poblacion
maxima en término de las poblaciones Xy, X; ¥ X2. y
El nimero méximo de individuos viene dado por x(t) = / b
a
1+] 2B _ple
Xo

(2.6)

X, (X%, —2X,X, + X, X
xmax= l( 0v1 - 02 1 2) (25)

Xp — XX,

cuyas curvas logisticas se representan en la figura
3. Se puede demostrar matematicamente que en el 2.

intervalo de tiempo

a x(t)
1 — X
to,_ln Zb.___o. + tO

a X,

se da un crecimiento acelerado de la poblacién, T
mientras que en el intervalo

t
0>

1 %%, o
a X,

Figura 2. Curvas loglsticas para una especie aislada
se da un crecimiento lento de la poblacién tal como

seindicaenlafigura 1. Si a <0 entonces tendremos un comportamiento
como el que se presenta en la figura 3.
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Figura 3. Curvas logisticas paraa <0

Podemos observar que si a <0 entonces x,, €s
una poblacion critica ya que, si la poblacién inicial es
inferiora X, , Jamisma tiende a la extincion y si es
mayor que Xq, la poblacion crecera sin limite.

Consideremos ahora una poblaciéon cuya
dinamica de crecimiento sea tal que una poblacidn
inicial subcritica (xy <X,) de E conduzca ala extincion
de laespecie, y una poblacion inicial supercritica ( X,
> X,), que desencadene un crecimiento limitado por
X

Un comportamiento como €l anteriormente
descrito viene dado por el modelo matematico

dx
7 (x—x,) [a +b(x - xc)] 2.7)

endonde a, by ¢ son parametros reales no nulos y x,
la poblacién critica.

El modelo (2.7) tienen una poblacién limite x,,, =
X.-abparaa>0yb<0.

La solucién del modelo (2.7) viene dada por

x.e” +8(a—bx,)

*(1) e -8 b
en donde
§ = Xy — X,

a+ b(xo - x'c)

Podemos observar que para un tiempo t lo
suficientemente grande, la poblacion tiende a X, =X,
- a/b (a> 0, b <0) siempre que la poblacién inicial
sea superior a la poblacién critica y tiende a
desaparecer cuando la poblacién inicial es inferior a la
poblacion criticatal como se indicaenlafigura 4.

x(t)

0

Figura 4. Curvas loglsticas de una serie con poblacién critica y poblacién maxima

IIl. CASO GENERAL DE LA DINAMICA DE
CRECIMIENTO DE UNA POBLACION
AISLADA.

La dindmica de crecimiento de una poblacién
aislada, viene dada por la ecuacion diferencial.
dx
— - F(x
= (x)
endonde F es una funcién que admite un desarrollo
en seriede Taylor en la vecindad del origen y tal que
F(0) =F(x;,) = 0. De lo anterior se deduce que

3.1)

o«
F(x)=Y ax* =a, +ax+a,x +.+a,x" +...
k=1

conF(0)=a;=0yF (x,)=0.
Los casos anteriormente estudiados constituyen

casos particulares correspondientes a las
aproximaciones de F(x) de los tipos
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a) dx _ s i=1 Luego la tasa de crecimiento por individuo de la
“ y ds/. iy
b) dx Caia by @>0,b<0) 0<i<j poblaciénde B serd . y latasa de crecimiento
dt
& o . b
c) o ax' +bx’ +cx por individuo de la poblacién A sera _/d! y estas
y
endondes, b ycsonp arémetro§ feales Do nulosy l.os' tasas de crecimiento vienen dadas por
exponentes i,  y k enteros positivos diferentes (i ,j
k). 1, dx 1,dy
—°—=a-} i =% =a x-
dt 4 y dt P

IV. INTERACCION ENTRE DOS ESPECIES.

Cuando dos especies conviven en un mismo
sistema ecolégico, puede ocurrir que los recursos
naturales sean tan abundantes que la interaccion entre
las especies es “despreciable”, y en este caso diremos
que las especies son independientes. Logicamente
esta situacién no puede durar mucho tiempo, dado
que los recursos son limitados y por consiguiente, dos
especies que viven en un mismo sistema ecolégico,
pueden interactuar de diferentes maneras.

Algunas formas de interaccién entre dos especies
podrian ser, entre otras, ladepredacién, la competencia
por alimentos o espacio fisico, simbiosis, parasitismo,
mutualismo, comensalismo, etc.

Iniciemos nuestro estudio con el caso més simple
de interacci6n por depredacién.

Supongamos que un sistema ecoldgico contiene
una especie A de depredadores que se alimenta
exclusivamente de una especie B de animales de presa
(de depredacién absoluta), y que la poblacién de B
dispone siempre de alimento abundante,

Sean y(t) y x(t) las poblaciones de las especies A
y B respectivamente. Como el recurso alimenticio es
abundante, entonces es plausible que la tasa de
nacimiento de la especie B sea constante
independientemente del tiempo, mientras que la tasa
de mortalidad depeériderd del namero de
depredadores.

Por otra parte, la tasa de nacimiento de la especie
A se vera afectada por las variaciones en la
disponibilidad de su alimento, en tanto que su tasa de
mortalidad puede permanecer constante.

de donde se tiene el sistema de ecuaciones
diferenciales

dx

—=ax ~ bxy

Z; 4.1)
ik xy-By

endondea, b,, son constantes positivas.

Aunque no hay solucion explicita para el sistema
(4.1), es posible obtener una relacién entre las
poblaciones x(t) “y” y(t). De esta manera, aunque no
podemos determinar explicitamente la poblacién en
funcién del tiempo, es posible obtener informacién
sobre el flujo que tiene una poblacién sobre la otra.

Aplicando la regla de la cadena se tiene que

fd—y- = Q ° E de donde obtenemos la ecuacién
dt dx dt

diferencial
& _axy-py 42)
dx ax — bxy

cuya solucion es:
alny-by=ax-Blnx+c 4.3)

Asumiendo que para t=0, x=x, “y” y=y, se tiene
que c=alny, - byg - ax, + B In x.
Sustituyendo en (4.3) obtenemos finalmente:
10
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a p
(l) (i) — ) o gflro) x(t)
yo xO (44)
Se puede demostrar que la ecuacion (4.4) puede
ser escrita en la forma general
Punto de
equllibﬂ
xB ° ya o e—ux—by _c
< t
en donde C es una constante arbitraria. La ecuacién o100 >

(4.5) representa geométricamente una familia de
curvas cerradas.

A continuacién procedemos a obtener
informacién importante de la ecuacién (4.1), sin
resolverla, y para ello iniciaremos determinando los
puntos de equilibrio de 1a ecuacién diferencial (4.1).

En efecto, % =0 parax=0, y=a/b y por otro
t
lado

Q_o paray =0, x — B/a
dt

De esta manera se tienen los dos puntos de
equilibrio (0,0) y (B/ct , a/b). Enla vecindad del punto
de equilibrio (0,0), en donde no hay ni depredadores
ni presa, podemos despreciar los segundos términos

axy obteniendo dx =ax _ddZ =_
t

dt

(1301 ]

bxy “y By

2

cuyasoluciénes

at -pt
x=ce" ; y=cyef

Como x “y” y son positivas, entoncesc, y ¢, son
positivas y el comportamiento de las soluciones se

muestran en la figura 5.

11
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Figura 5. Punto de equilibrio inestable

En el punto de equilibrio ( B/a , a/b) en donde
depredadores y presa estan en estado de equilibrio el
numero de depredadores y presa no cambian puesto
que x = p/a, y = a/b son soluciones de la ecuacién
diferencial (4.1) independientes del tiempo.

Lo interesante ahora es saber ;qué sucede si se
produce una pequeiia perturbacién en la vecindad de
este punto de equilibrio? Esta situacion se puede dar
si por ejemplo cazadores destruyen depredadores y/
0 presas.

Para responder a esta pregunta procederemos
de la siguiente manera:

Mediante la transformacién

x=/+u ; y=ab+v setieneque

%=—@v—buv

o

dv _au (4.6)
—=—u+a u

da b

Eliminando v del sistema (4.6) encontramos la
ecuacién diferencial

d2

u
+aBu=0 @.7)
dr? P
cuyasolucion es
u=c,cosJaB t+c,sen.jaP ¢ (4.8)
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La funcién v est4 dada por
V= %\/% (c;sen/aP t+c,cos Jap t) (4.9)
Luego del sistema viene dado por
x=—p—+c1 cos\/a—B t+c, sen\/a—B t
o (4.10)

)’=%+%\/§ @sen@ t+c2cos@t

El sistema de ecuaciones (4.10) representa
geométricamente una familia de elipses concéntricas
con centro comun (B/a, a/b) tal como se indicaen la

figura 6.

Y
’ (Bra, ¥p)
Punto de equilibrio
0,0
Figura 6. Puntos de equilibrio en el plano fase X
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CONCLUSIONES
En la primera parte de este trabajo podemos

concluir de la siguiente manera:

(1) Los problemas de crecimiento y decrecimiento
natural, constituyen la base para el estudio del
comportamiento de una poblacién.

(2) Cuando en el medio no existen los efectos limi-
tativos, el indice de crecimiento de la poblacién
por individuos, se hace constante y maximo en
las condiciones microclimaticas existentes.

(3) El Modelo de Malthus se aleja drasticamente de
la realidad y es aplicable con buena
aproximacion, para un periodo de tiempo
relativamente corto.

(4) El valor maximo del indice de crecimiento de una
poblaciéon podemos considerarla como el
potencial bidtico o potencial reproductivo de la
poblacion.

(5) Elindice de crecimiento de una poblacién puede
calcularse a partir de dos mediciones del tamafio
de la poblacién y podemos definirlo como la
diferencia entre el indice de natalidad especifica
y el indice de mortalidad especifica.

(6) Siel crecimiento de una poblacién puede ser
descrito pormedio de una ecuacién, lainfluencia
a otra poblacién podra expresarse mediante la
adicién de un término que modifique el desarrollo
de la primera poblacion.
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