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RESUMEN

Se programd una herramienta digital para utilizarse en linea y gratuita, a traves de la plataforma Geogebra.
Dicha herramienta resuelve numéricamente la ecuacion de Laplace con valores en la frontera (del tipo Dirichlet)
para una malla rectangular de 6x6, en la que 20 valores estan en la frontera y 25 valores estan en el interior,
todos distribuidos de manera uniforme en coordenadas cartesianas. El método numérico utilizado para resolver
la ecuacion diferencial fue el método de diferencias finitas, en el cual se apreci6 que, para calcular cada valor
del campo escalar “u;;”” dentro de la malla rectangular, se realizo el promedio de los valores adyacente al valor

en cuestion, es decir
Ujpq,jtUijeatU—q jtU; 1
4

ul-‘]- =

Por otro lado, para plantear el grado de aproximacion entre el modelo analitico “MA” (la ecuacion de Laplace)
y el modelo numérico “MD” (método de diferencias finitas) se realiz6 una expansién en serie de Taylor, hasta
el quinto término, de un valor arbitrario “u(x,y)” del campo escalar, con lo que dicho planteamiento llega al
siguiente resultado

MA =MD +TD

En donde el término “TD” es denominado “término de discrepancia”, ya que el mismo marc6 la diferencia
cuantitativa entre dichos modelos matematicos. Su forma analitica obtenida fue la siguiente

_ (?%u(xy) 64u(x,y))ﬁ
TD = ( ox* ay* 12
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El término “h” representé la forma en que habia sido seccionado la malla. Adicional a esto, si el campo escalar
variaba de manera suave y las condiciones en la frontera eran homogéneas, se podia obtener una solucion
general para la ecuacion diferencial de Laplace. En dicha solucion, se generaron constantes (k, 4, B, 8) que
dependian de las condiciones de frontera, con lo que se desvel6, para un sistema fisico estable en concreto, la
dependencia del TD con el cuadrado de h.

TD = h?f(k,A,B,8,x,y)

Resalt6 a la vista, el hecho de que al hacer el término h méas pequefio, este término de discrepancia se volvié
irrelevante y consecuentemente, ambos modelos, analiticos y numérico, mostraron su aproximacion.

Para resolver el sistema lineal de ecuaciones de primer grado, se utilizé la regla de Cramer. Para la creacién del
algoritmo se utiliz6 el software Geogebra Clasico, Version 6.0.801.0, el cual es gratuito. El link para acceder a
esta herramienta digital es la direccién web, https://www.geogebra.org/m/rmwrxxsa. El objetivo de la creacion
de esta herramienta estuvo basado en el estudio de sistemas fisicos bajo condiciones de equilibrio o estables,
tales como: el flujo térmico estable sobre una lamina conductora, una distribucion estatica de potencial eléctrico
sobre una superficie, una distribucion de presion que describe el flujo estable de un fluido, etc.

PALABRAS CLAVES
Ecuacion de Laplace, Dirichlet, sistemas fisicos estables, diferencias finitas.
ABSTRACT

A digital tool was programmed to be used online and free, through the Geogebra platform. This tool numerically
solves the Laplace equation with values on the boundary (of the Dirichlet type) for a 6x6 rectangular mesh, in
which 20 values are on the boundary and 25 values are inside, all distributed uniformly in Cartesian coordinates.
The numerical method used to solve the differential equation was the finite difference method, in which it was
noted that, to calculate each value of the scalar field “u;;” within the rectangular mesh, the average of the values

adjacent to the value in question, that is
Ujpq,jtUijeatU—q jHU; 1
4

Uyj =

On the other hand, to establish the degree of approximation between the analytical model “MA” (the Laplace
equation) and the numerical model “MD” (finite difference method), a Taylor series expansion was carried out,
up to the fifth term, of an arbitrary value “u(X,y)” of the scalar field, with which said approach arrives at the
following result

MA =MD +TD

Where the term “TD” is called “discrepancy term” since it marked the quantitative difference between said
mathematical models. Its analytical form obtained was the following

__ (?%u(xy) | d*u(xy)\hr*

D = ( ax* + ay* )12

The term “h” represented the way the mesh had been sectioned. In addition to this, if the scalar field varied

smoothly and the boundary conditions were homogeneous, a general solution to the Laplace differential
equation could be obtained. In this solution, constants (k, A, B, 8) were generated that depended on the boundary
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conditions, which revealed, for a specific stable physical system, the dependence of the TD on the square of h.
TD = h%f(k,A,B,8,x,y)

It clearly highlighted the fact that by making the term h smaller, this discrepancy term became irrelevant and
consequently, both models, analytical and numerical, showed their approximation.

To solve the linear system of first degree equations, Cramer's rule was used. To create the algorithm, the
Geogebra Classic software, Version 6.0.801.0, which is free, was used. The link to access this digital tool is the
web address, https://www.geogebra.org/m/rmwrxxsa. The objective of the creation of this tool was based on
the study of physical systems under equilibrium or stable conditions, such as: stable thermal flow over a
conductive sheet, a static distribution of electrical potential on a surface, a pressure distribution that describes
the stable flow of a fluid, etc.

KEY WORDS

Laplace equation, Dirichlet, stable physical systems, finite differences.
INTRODUCCION

Los sistemas fisicos, en estado estable (Espinoza 2003), se caracterizan por tener una
distribucion de valores o magnitudes fisicas (por ejemplo: temperatura, presion, potencial
eléctrico, etc.) que no varian en el tiempo. Si se analiza una parte (en el espacio) de este tipo
de sistemas en la que no incluya, ni fuentes ni sumideros, la ecuacién de Laplace puede
modelar este fendmeno fisico de manera completa (Segundo 2010). Al tratarse de una
ecuacion diferencial parcial eliptica (Pacheco et. al. 2018), la solucién de la misma deberia
estar asociada a un campo o un potencial (depende del sistema) correspondiente a las
magnitudes fisicas antes mencionadas. Sin embargo, hay casos en los que debido a las
caracteristicas del sistema o para evitar medir de manera invasiva, solo se pueden obtener
datos de las fronteras de dicho sistema, pero el interés también estd enfocado en conocer su
comportamiento interno. Todo lo anterior describe un problema de valores en la frontera (Zill
& Cullen 2009). Por otro lado, la forma en que se miden u obtienen los valores en dichos
limites externos, también define el tipo de problema de valor en la frontera. Por ejemplo, al
plantear la ecuacion de Laplace en coordenadas rectangulares en dos dimensiones,

—+—=0 (1)

Tal que, u=u(x,y) @)

Como se menciono anteriormente, el hecho de no haber ni fuentes ni sumideros, lleva a
plantear, sin lugar a duda, el caracter continuo de la funcion “u”. Por lo que se puede conocer,
sin ambigiiedad, valores de “U” en las fronteras. Un tipo de problema en la frontera en que
solo se conocen valores de “U” (u = f(x,y) ) en los limites externos, es denominado
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“problema de Dirichlet” (Nakamura 1992). Sin embargo, si se tiene informacion acerca de
como cambia esta funcion “U” con respecto a algunas de estas variables espaciales
(oulox=g(x,y) o ouloy=h(x,y)), en algunos lugares de la frontera, entonces este tipo de
problema es denominado “problema de Neumann” (Nakamura 1992). El interés de este
articulo se basa en crear una herramienta en linea, la cual, haga el planteamiento del problema
con valores en la frontera del tipo Dirichlet en dos dimensiones, para el mismo ser resuelto
por algin método numérico, de modo que se pueden ingresar dichos valores en la frontera y
el mismo, calcule y muestra los valores de “U” en el interior del sistema fisico en condiciones
estables. Vale la pena mencionar que los usos de esta herramienta pueden ser tanto
académicos como investigativos, dependiendo, si el mismo se adapta a los pardmetros
impuestos por los profesores o investigadores.

MATERIALES Y METODOS

Ecuaciones de diferencias

Para resolver la ecuacién diferencial parcial, por métodos numeéricos, se utilizé el método de
diferencias finitas (Pérez & Gutiérrez 2001), ya que dispone de numerosos métodos de
solucidon eficientes, faciles de vectorizar, por lo que se adapta a la simetria cartesiana
(Nakamura 1992), también debe hacerse énfasis, en que el método usado fue directo no
iterativo.

Ahora bien, posterior a plantear las expresiones (1) y (2), se procedi6 a realizar las segundas
derivadas parciales utilizando diferencias centrales (Zill & Cullen 2009). Debe tenerse
presente que este método es valido en este modelo, debido al hecho de que “u(x,y)” se
definid continuay por ende, los limites por la izquierda y por la derecha convergen, asi como
también sus primeras derivadas (Stewart 2002).

Como primer paso, se calculd las primeras derivadas con el método de incrementos

ou 4. ulx+hy)-u(xy)
Pl }11_133 — 3)
ou 1. ulxy+h)—uxy)
2y~ am n @)

Finalmente, se complementd el método de diferencias centrales

[u(x+h,y)—u(x,y)] _ [u(x+h—h,y)—u(x—h,y)]

9 (ow\ _ n K

dx (ax) o }SE% h ()
u(x,y+h)-u(x,y) u(x,y+h—h)—u(x,y—h)

1(a_u)=hm[ B S S—— ©)

oy \dy h—>0 h
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Con lo cual se obtuvo

%u .. ulx+hy)—2ulx,y)+u(x—h,y)

axz }ll_r}(l) h? (7)
0%u . ulxy+h)—-2ulx,y)+u(x,y—h

9% _im (x,y+h)—2u(x,y)+u(x,y—h) (8)
ayz h—-0 h2

Al Reemplazarse los resultados (7) y (8) en la expresion (1), pero teniendo en cuenta al limite
de “h”, se obtuvo lo siguiente

u(x+hy)-2ulxy)+ulx-hy) , ulx,y+h)—2u(x,y)+u(xy—h) _
= + - =0 (9

Multiplicando la expresién (9) por “h?”
u(x+hy)+ulx,y+h) —4ulx,y)+ulx—hy)+ulx,y—h)=0 (10)

Y al discretizar “h”, se puede manejar los diferentes valores de “U” con subindices de la
siguiente forma

Uipr,j + U jer — 44U+ Ui g j U5 =0 (11)

Para darle una mejor interpretacion a la expresion (11), se construyd la siguiente malla 6x6
(figura 1). En dicha malla, los valores en color turquesa representan los valores que toma la
funcién “u” en las regiones que no son fronteras del sistema. Por consiguiente, los valores en
color amarillo representan los valores que toma la funcion “U” en las fronteras de dicho
sistema fisico. Por otro lado, se tomé la expresion (11) y se reacomodd de la siguiente forma

u'+1"+u" '+1+u'_1"+u" i—1
w s = it i-1,j Ui (12)
L] 4

Aqui, se realizé el ajuste i=12,..5 y j=12,..5 (13)
Se puede apreciar que para calcular un valor interior “Ui;j” en la malla, el procedimiento es

equivalente a calcular el promedio de los valores adyacentes mas cercanos a dicho punto
“Uij” (Zill & Cullen 2009).
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Figura 1.
La malla 6x6 representa los valores de la funcion “u” en una distribucion discreta y
uniforme.
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Con objetivo de mostrar la malla de la figura 1 mas simple a la vista, se presenta la misma
de la siguiente forma.

Figura 2.
Malla de la figura 1 mostrada de forma més simple.
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Al haber 25 puntos interiores, se obtienen 25 ecuaciones algebraicas de primer grado
linealmente independientes, definidas por la expresion (11). Dichas ecuaciones generan el
siguiente sistema matricial (Poole 2011)

'a N i1 —(a; +by)
4 1 0 0 0 1 0O 0O O O O O 0 0 O 0 O 0 0 © 0 0 0 0 0 |t —b,
1 -4 1 0o 0 0 1 0 0 0 © 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 |ugs —b;
o 1 -4 1 © 0 0 1 0 0 0 0 0 ¢ 0O 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 [|lu, —b,
o 0 1 -4 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 [jus —(bs +¢1)
o 0 0 1t -4 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0O 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 [juy, “a,
1 0 0 0 0-4 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 ||y, 0
0 1 ¢ 0 0 1 -4 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 ||y, 0
0 0 1 0 0 0 1 -4 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0" 0
0 0 0 1 0 0 0 1 -4 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0" —
© 0 0 0 1 0 0 0 1 -4 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 o o0|fF= _uz
o 0o 0 0 0 1 0 0 0 0 -4 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 o o]ffs 03
oo 0o 0o © 0 1 0 0 0O 1 -4 1 0 0O 0 1 0 0 0O 0 0 0 0 0 32
o o 0 0o 0 0 0 1 0 0 0 1 -4 1 0 0 0 1 0 0o 0 0 0 o0 o |[*s3= 0
o 0o 0 0 0 0 0o 0 1 0 0 0 1 -4 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 |4 0
o o 0o 0o © 0 © 0 0 1 0 O 0 1 4 0 0 0 0 1 0 0 0 0 o [[Us —C3
o 0 0 0O 0 0 0 0 © 0 1 0 0 0 0 -4 1 0 0 0 1 0 0 0 0 [[#a —a,
o 0 0 0 © 0 0 0 ¢ 0 0 1 0 0 0 1 -4 1 0 0 0 1 0 0 0 [|ue 0
o 0 0 0 © 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 -4 1 0 0 0 1 0 0 [|lus 0
o o 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 -4 1 0 0 0 1 0 [|uu 0
o0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 -4 0 0 0 0 1 ||lugs —c
0o 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0-4 1 0 0 0 ||ug| |—(a5+dy)
o 0o 0 0 0 0 0o 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 -4 1 0 0 |lug Zd,
o 0o 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0O 0 0 0O 0 0 1 0 0 0 1 -4 1 0|y, —d
0o 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 -4 1 |y, B d3
o 0 0 0 0 0 0O 0 0O 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 —4]|, 4
\. J 55 L=(es +ds)

Este sistema fue resuelto utilizando la regla de Cramer (Poole 2011).

Programacién en Geogebra
Se program6 con el software descargable y gratuito “Geogebra Classic”, Version 6.0.801.0.

Primero se definio el conjunto de variables
{ai, bi, Ci, di' ui,j}

Con los valores discretos impuestos en (13) para “i” y “j”, se pueden definir todas igual a
cero inicialmente. Por otro lado, para el ingreso dindmico de los datos correspondientes a las
fronteras, se utiliz6 la herramienta de Geogebra “Casilla de Entrada”. Adicional a esto, se
ajusto la configuracién de redondeo a cuatro digitos después del punto decimal, esto, con el
objetivo de mostrar, como minimo, unas diez mil partes de la unidad de medida en cuestién
(Rios et al. (2000)).

Para la formacion de las matrices durante el ingreso de datos, se utilizé el siguiente comando
con llaves
Matriz = {{Fila-1}, {Fila-2}, {Fila-3}, ..., {Fila-n}}

Cada fila debe tener “n” valores (Poole 2011) y separados por coma. Para el calculo de las
determinantes se utilizo el siguiente comando
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Determinante (Matriz)
El programa utiliza la formula de Leibniz para calcular determinantes y posteriormente, este
valor es almacenado en una variable que genera el software automéaticamente. Como ya se
menciono, utilizando la regla de Cramer, se calculd los valores interiores del sistema estable,
para lo cual fue necesario dichos valores generados automaticamente. Finalmente, se disefio
el siguiente formato de presentacion para esta herramienta en linea.

Figura 3.
Disefio o formato de presentacion de esta herramienta en linea.
S — T P~ Valores calculados
/ S 00 0 0 00 y cotrespondientes ala parte
Botdn para reajustar todos e o e e e interna del sistema estable

los valores en la frontera a

: ___° t:::: HEEs EEEE
Casillaspataingeso/ WA AEREE BEEE

de valoresenla FET I PR e

Término de discrepancia entre el modelo analitico y el modelo numérico

Las expresiones (7), (8) y (11) generaron suspicacia, esto, debido al hecho de que
inicialmente se planted6 “h” como una variable continua y tendiente a cero, pero
posteriormente se adapta el resultado final a una malla, la cual, es de caracter discreto
(Méndez et. al. 2015). Por lo que se supuso un factor o término que defina la equivalencia o
igualdad, entre la ecuacion analitica (expresion 1) y la ecuacion en diferencias (expresion
11). Segln Solorza et. al. (2009), este término se puede visualizar utilizando una expansion
en serie de Taylor, de la siguiente forma. Primero se plante6 dicha expansion de la funcién
“u(x,y)” de manera parcial, es decir, se busco la convergencia alrededor del punto “Xo” con
“y” constante, para después buscar la convergencia alrededor del punto “yo” con “X”
constante, lo que seria

ZOO 0 u(x() y) (x xO)l (14)

xt i!

u(x,y) =

En donde se hizo el siguiente ajuste de variable
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X=xy+h (15)
Con lo que se obtuvo

o 0ulxey) R
u(xo +hy) =X20— 77 (16)
Posterior a esto, se procedié a mostrar de forma explicita los tres primeros términos de esta
serie y el resto se dejé reducido con el signo de suma discreta. Adicional a esto, se deseaba
plantear una derivada por método de incrementos (Stewart 2002) utilizando algunos términos
de dicha serie. Para tal fin, se realizaron los siguientes pasos

6u(x V) 0% u(x y) h w  0u(xg,y) Al
u(xy + h,y) = ulxy,y) + 2 h + v 57T Yis 6—x? - 7)
Despejando y dividiendo entre “h”
du(xoy) | *u(ey) h _ ulxothy)-ulxoy) oo 0u(xey) Rt
ox T o 2 h i=3 oxt it (18)
Al seguir los pasos equivalentes para la variable “y”, se obtiene
du(xyo) | 9*ulxyo) h _ u(xyo+h)—u(x,yo) w 0lu(xye) Rt
oy + ayz 2! - h Z ayt i! (19)
Se planted de nuevo la expresion (14) pero se realizd ahora el siguiente ajuste de “X”
X=xy—h (20)
w 0ulxy) (-1
ulxo —hy) =XZo—— (21)
au(x V) a2 u(x y)h o 0ulxg,y) (1A
Una vez mas se utiliz6 el método por incrementos, dando como resultado
du(xgy)  0%ulxoy) h _ ulxoy)—ulxo—hy) w 0Mu(xgy) (1R
ax ax2 21 h + Z axt i! (23)
Asi como en la expresion (19) se puede llegar a la siguiente equivalencia para “y”
duxyo) _ 0%ulxyo) h _ ulxyo)-ulxyo—h) +3e, d'u(x,yo) (=1)'hi"1 (24)

ay ay2 2! h oyt i!

Se procedid ahora, a restar las expresiones (18) y (23), ademas de dividir el resultado entre
“h”. Con lo que se lleg6 al siguiente resultado
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azu(xOry) _ u(xo+h'y)_2u(x0ry)+u(x0_h'y) [ee] a ‘I.L(X(],y) h i
= v —diss T [( DY +1] (25)
Se pudo apreciar de la expresion (25), que todos los términos de la serie que tienen una “i”
impar, son anulados. Por otro lado, se obtuvo un resultado similar al restar las expresiones
(19) y (24), para posteriormente, tal como antes, restarle “h”.

%u(x,ye) _ ulx,yo+h)—2u(x,yo)+ulx,yo—h) o 0° u(xy )h
ay? == - h?2 - - — Xiz3 —i [( 1)l + 1] (26)

Al sumar las expresiones (25) y (26), para aplicarla sobre puntos arbitrarios P(x, y), se llegd
a lo siguiente

u(xy) |, 0%ulxy) _ ulx+hy)+ulxy+h)—4ulxy)+ulx—hy)+u(x,y—h) v (6iu(x,y) alu(x, y)) i
9x2 dy? - h2 Zi 3 axt ayt [( 1) + 1]
(27)

El modelo analitico que describe este sistema estable es la ecuacion de Laplace, por lo que,
para referirse a dicha ecuacion se utiliz las letras

%u(x,y) n 9%u(x,y)

MA = 0x2 ay?

(28)

De forma similar, para hacer referencia al modelo discreto (diferencias finitas)
correspondiente a este sistema estable, se utilizé las siguientes letras

MD = u(x+h,y)+u(x,y+h)—4u’(;,y)+u(x—h,y)+u(x,y—h) (29)

El término faltante, fue denominado “término de discrepancia”, el cual se le asigno las letras

i i i-2
TD = - 32, (S5 + 522 - (-1 + 1] (30)

Al reescribir de nuevo estos tres términos bajo esta simbologia, se tiene lo siguiente

MA = MD + TD (31)
El término 7D es un factor que construye la aproximacion de la ecuacion en diferencias
finitas a la ecuacion de Laplace (Solorza et. al. (2009)). Se supone que, si “h” tiende a cero,
entonces ambos términos de la derecha en la expresion (31), también deben tender a cero.

Para analizar el comportamiento de dicho término de discrepancia, se utilizd el primer
término no nulo de esta serie de potencias, lo que seria
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TD = _2 (a4u(xry) + 64u(x,y)) h4-2 (32)

dx* ay* 4!
_ *u(xy) . 9%*u(xy) h_2
D = ( ot T ay* ) 12 (33)

Para continuar este analisis, se recurri6 al uso de la solucién general (real) de la ecuacion de
Laplace, por lo que, las constantes en esta solucion analitica dependen de las condiciones en
la frontera y esto, seria de gran ayuda en la interpretacion de algun sistema estable bajo
condiciones de frontera del tipo Dirichlet. Por otro lado, para simplificar esta interpretacion
del fendbmeno, se supusieron condiciones homogéneas en la frontera, permitiendo aplicar el
método de separacidn de variables, lo que conduce a la siguiente solucion general

u(x,y) = [Ae*™* + Be ™ **]cos(ky — 6) (34)

Ahora bien, al realizar las derivadas parciales de orden cuatro y sumando las mismas, se
obtuvo respectivamente

0*u(x,y) |, 0*u(xy) _ 7414 kx —kx —
o+ o = 2k*[Ae"™ + Be "*|cos(ky — ) (35)

Al haber introducido este desarrollo analitico en el término de discrepancia, mostrada en la
expresion (33), se obtuvo

42
TD = -

, [Ae** + Be **]cos(ky — ) (36)
Los parametros k, A, B 'y 8 son definidos por las condiciones de contorno, sin embargo, el
pardmetro h no depende de dichas condiciones de fronteras, ya que fue impuesta con el fin
de describir el modelo discreto de la ecuacion de Laplace, utilizando el método de diferencias
finitas. Bajo esta perspectiva, el término en cuestion depende de estos parametros, antes
mencionados, la posicion en la malla 'y del cuadrado de h, es decir

TD = h?f(k,A,B,0,x,y) (37)
Fue evidente de que, al subdividir la malla en secciones mas pequefias, es decir, utilizar una
h mas pequefia, hace que el modelo discreto se aproxime mas al modelo continuo. Por otro
lado, el conjunto de puntos P (x, y) tomaran valores discretos. Adicional a esto, si la longitud
de los lados de la malla mostrada en la figura 1 es “L”, las coordenadas cartesianas de dichos
puntos se escriben de la siguiente forma
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Para esta configuracion se impuso
h=1/6 = 0<i<6 0<j<6 (39)

Con el objetivo de hacer una representacion cuantitativa del comportamiento del término de
discrepancia sobre toda la malla, se procedid a realizar mapas de contorno con la ayuda del
software Surfer version 13.6.618, en el cual se ajustd los parametros mencionados de la
siguiente forma

Figura 4.
Con este ajuste el término de discrepancia varia en un rango entre -0,75y 0,4.

Tabla 1
Ajuste No. 1
Parametro | Valor ajustado
k 2n/3
L 1
A 1
B 1
0 0
Figura 5.

Con este ajuste el término de discrepancia varia en un rango entre -0,145 y 0,005.

Tabla 2
Ajuste No. 2
Parametro | Valor ajustado e
k 2n/4 oss
L 1 -0.065
A 1 o one
-0.105
B 1 0115
0 0 s
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Figura 6.

Con este ajuste el término de discrepancia varia en un rango entre -0,044 y -0,006.

-0.006
-0.008
-0.01

-0.012
-0.014
-0.016
-0.018
-0.02

-0.022
-0.024
-0.026
-0.028
-0.03

-0.032
-0.034
-0.036
-0.038
-0.04

-0.042
-0.044

Con este ajuste el término de discrepancia varia en un rango entre -0,018 y -0,0055.

Tabla 3
Ajuste No. 3
Parametro | Valor ajustado
k 27/5
L 1
A 1
B 1
o 0
Figura 7.
Tabla 4
Ajuste No. 4
Parametro | Valor ajustado
k 21/6
L 1
A 1
B 1
0 0




Reporte de la regresion plana del tipo: Z=0oX+pY +vy

Fitted Parameters

a B Y

Parameter Value: -0,000898073241222 0,00113539084511 -0,0116905003197
Standard Error:  6,74678242859x10 6,74678242859x107 0,000316452146312

Inter-Parameter Correlations

o P ¥

a: 1,000 -0,000 -0,640

p:  -0,000 1,000 -0,640

v:  -0,640 -0,640 1,000

ANOVA Table

Source df Sum of Squares Mean Square F

Regression: 2 0,000410746991881 0,000205373495941 230,194484779
Residual: 46 4,10399963419x107 8,92173833519x107
Total: 48 0,000451786988223

Coefficient of Multiple Determination (R?): 0,909160738552
RESULTADOS Y DISCUSION

Se programo6 una herramienta en linea y gratuita, en la plataforma Geogebra. La cual esté
disponible en el siguiente link https://www.geogebra.org/m/rmwrxxsa. Esta herramienta
resuelve la ecuacion de Laplace por método directo, no por método iterativo, lo que ahorra
mucha mas memoria (Nakamura 1992). El sistema fisico estable a tratar debe abordarse en
coordenadas cartesianas. Por otro lado, se deben introducir 20 valores en la frontera para
calcular 25 valores en el interior de dicho sistema fisico. En la expresion (12), se aprecia que
para calcular cada valor interior se recurre al valor promedio de los valores adyacentes mas
cercanos a dicho punto interior. Por lo que las proximidades entre los puntos afectan la
veracidad de los valores calculados (Bayron et. al. 2006). Por consiguiente, el tamafio de la
malla esta relacionado con la precision de los valores interiores calculados, ya que en la
ecuacion (31) se plante6 un término de discrepancia 7D que influye en la aproximacion de
la ecuacion en diferencias que representa a la ecuacion de Laplace. Tal como se aprecia en la
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expresion (33), dicho término esta en funcion del pardmetro “4” y de la derivada parcial de
orden cuatro de la funcion “u”, la cual representa al sistema fisico. Se pudo notar que, si la
funcion “u” cambia de manera suave, el 7D depende en gran parte del parametro “4”. Sin
embargo, con el objetivo de hacer mas explicito el comportamiento del 7D bajo las
condiciones impuestas en el sistema discreto y tomando en cuenta la solucion general de la
ecuacion de Laplace, se pudo apreciar, a través de una grafica de barras (figura 8), como varia
dicho término de discrepancia al variar el pardmetro k, esto, unificando los resultados
mostrados en los ajustes 1, 2, 3 y 4 e introducidos en la tabla 5.

Tabla 5

Valores mdximos y minimos tomados por el término de discrepancia en funcion de los valores
correspondientes del parametro k

Parametro k

2n/3 2n/4 2n/5 21/6
Valor minimo -0,75 -0,145 -0,044 -0,018
Valor maximo 0.4 0,005 -0,006 -0,0055

Figura 8.
Valores maximo y minimo del TD vs valores del parametro k.
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CONCLUSIONES

Esta herramienta en linea proyecta un uso de cardcter académico o investigativo. Sin
embargo, tiene que haber una correspondencia entre las limitaciones de este simulador y los
parametros o condiciones impuestos por un profesor o un investigador para el estudio de un
sistema fisico estable. En este caso, facilmente se pudo apreciar que mientras el pardmetro
“h” sea menor, el término de discrepancia se ird reduciendo, de manera que mejora la
aproximacion del método numérico. Por otro lado, existen ventajas siempre que se utilicen
simuladores, ya que utilizar directamente medidores en algunos casos acarrea un método
invasivo al sistema o un alto costo en equipos. Resulta evidente que el caracter discreto de
las soluciones numéricas limita el conocimiento total del sistema, ya que los sistemas fisicos
son de caricter continuo en la distribucion de sus valores, en la mayoria de los casos (Tifa
De Jesus & Toribio, J. 2021). Pero hay algunos casos, en que el conocimiento de algunos
valores particulares del sistema fisico, ayudan a describir la forma en que deben abordarse
los mismos para su estudio mas adecuado.

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

Bayron, J., Cossio, J., y Vélez, C. (2006), "Existencia de soluciones para un problema de
Dirichlet sublineal." Matematicas: Ensefianza Universitaria, Vol. XIV, nim.1, pp.29-
34. ISSN: 0120-6788.

Espinoza, M. (2003), “Dos contribuciones sobre la estabilidad y el determinismo de los
sistemas”. Revista Limite de filosofia y psicologia, ISSN 0718-1361, ISSN-e 0718-
5065, No. 10, pp. 5-32.

Meéndez, L., Orozco, G. y Fonseca F. (2015), “Discretizacion en diferencias finitas de la
ecuacion de Laplace y Poisson. Aplicacion a un anillo circular (dona)”. Revista Ciencia
en Desarrollo, ISSN 0121-7488, 6(2).

Nakamura, S. (1992). Métodos Numéricos Aplicados con Software. Prentice-Hall. México.

Pacheco, M., Honorato, y G., Mercado, A. (2018). El problema de Drichlet para elipsoides
[Tesis de Grado]. Universidad de Valparaiso, Chile.

Pérez, A. & Gutiérrez, J. (2001), “Ecuaciones en diferencias. Planteamiento general”. Revista
de Comunicacion Vivat Academia, ISSN: 1575-2844, IV(31), pp. 1-21.

Poole, D. (2011). Algebra lineal. Una introduccién moderna. Tercera Edicion. Editorial
CENGAGE Learning.

66




Rios I, D., Rios L., S., Martin J., J. (2000). Simulacion. Métodos y aplicaciones. Editorial
RA-MA.

Segundo, G. (2010), “Solucidén numérica de la ecuacion de Laplace”, Editorial ANEP CFE
Instituto de Profesores “Artigas”.

Solorza, S., Yee-Romero, C., Jordan-Aramburo, A. y Cardefia-Sanchez, S. (2009). El término
de error en los esquemas de diferencias finitas. Educatio Siglo XXI, 4 (1), 168-173.

Stewart, J. (2002). Cdlculo. Trascendentes tempranas. Cuarta Edicion. Editorial Thomson
Learning.

Tifa De Jesus, P. N., & Toribio, J. (2021), “Solucion equivalente del problema de Dirichlet
usando transformada de Legendre y funciones de Green, representada por la formula
integral de Poisson”. Latin-American Journal of Physics Education. ISSN 1870-
9095, 15(4), pp. 4301 (1-5).

Zill, D. G., Cullen, M. R., (2009). Ecuaciones diferenciales con problemas con valores en la
frontera. Séptima edicion. Editorial CENGAGE Learning.

67




