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RESUMEN

Se presentan los elementos formales de la evolucion de la nocién de medicién desde
Newton hasta Mandelbrot. De comparar con un patrén invariante por cambio de
sistema de referencia inercial, se pasa a hacerlo con un patrén que varia con la
rapidez relativa del referencial y luego, a comparar con uno que varia con la escala.
Esto conduce a buscar nuevos invariantes: el intervalo de universo en relatividad de
Einstein y los exponentes criticos en el caso de los fractales.
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INTRODUCCION

¢Es legitimo preguntarse, a esta altura de la historia, sobre la nocién
de medicion en fisica?. Para un “fisico” pos-galileano no hay duda de
ello, es necesario percatarse que la medicién estd subordinada a la
“veracidad” de las proposiciones.

1. De la medida, como resultado de la medicion, depende la
veracidad de las proposiciones
Ejemplo: Sea una proposicion P: ”Pedro es mas grande o igual de
tamafio que Pablo”; Pegro > Papio-
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Para determinar si P es verdadera o falsa debemos darnos una “regla”
(graduada):

1.1. Con una regla graduada en metros, la proposicion es verdadera
pues la cifra cierta, en el proceso de medicion, es 1 y la
incierta, la que sigue, que so6lo es apreciable por medios o
tercios de metro: Pego = 1,7 M Y Pano = 1,7 m. El primer
decimal es pues dudoso, es decir, no podemos distinguir entre
ambas medidas y se enuncia Pegro = Pabio.

1.2. Con una regla graduada en centimetros, la proposicion es falsa
pues el proceso de medicidn conduce a Pegro = 175,0 cm y Papio
= 176,0 cm donde los enteros son ciertos y los ceros decimales
son dudosos.

1.3. Con una regla graduada en nanémetros nos daremos cuenta
que las alturas de Pedro y Pablo varian con el tiempo (una
rafaga de viento, etc.); y si la medicién no se fija dentro de un
intervalo de tiempo tendremos que decir que la proposicion es
indecidible.

La paradoja de Zendn de Eleas es un ejemplo histérico que nace de la
incomprension del principio de Galileo cuyo enunciado es el siguiente:
“La experiencia es el criterio de verdad en Fisica”.

2. Laparadoja de Zen6n

Permitasenos evacuar de la paradoja de Zendn la presencia de Aquiles,
asi como la obscura cuestion logica del tiempo como pardmetro de
evolucion. Reformulemos el enunciado de la paradoja de la siguiente
manera; proposicion P: “Para ir de A a B, una tortuga va en linea recta
de A hacia B primero, al punto que se encuentra a una distancia de Y2
AB de A, después, al punto que se encuentra a ¥ AB para luego ir al
punto que se encuentra a una distancia de /; AB de A, y asi
sucesivamente.”

El enunciado de Zendn establece que:
21. P = (implica) la tortuga nunca llega (matematica)
2.2. P esverdad. (I6gica)
2.3. (Luego) La tortuga no llega nunca (matematica)
2.4. Sin embargo, la tortuga si llega (experiencia)
Entonces hay una paradoja.

120 Fernandez, D. y Fernandez, B.



La etapa (i) es dudosa, al menos de acuerdo a los conocimientos
matematicos de la época. Para mejorar la situacion podriamos agregar
algunas hipdtesis suplementarias (por ejemplo, uniformidad de la
rapidez de la tortuga) con las cuales podriamos mostrar que P implica
que la tortuga llega a su destino. Pero no serian hipotesis en
concordancia con la matemética de la época. Ademas, debemos
rechazarle a Zendn el estatus de fisico (la experimentacion nace con el
duo Galileo-Newton) y no es porque cinco siglos antes de nuestra era
no se conocia el célculo diferencial e integral, si no porque la fisica no
tenia el estatus de Ciencia.

Modifiquemos P para que (i) sea matematicamente correcta. Para ello,
razonemos por etapas; la primera sera “la tortuga llega hasta la mitad
de la totalidad del camino”. En ese caso, ;cuantas etapas necesita la
tortuga para llegar a su destino? Con ello superamos la cuestion del
tiempo como pardmetro de evolucion.

La falla de Zen6n estd en (ii): “que una proposicion sea logica no
significa que sea fisicamente verdadera”.

“Para ir de A a B la tortuga va primero a 2 AB, vuelve a B” y asi
sucesivamente. Sin embargo, si B esta sobre el borde de un precipicio
la tortuga no llega a su destino. Cualquier légico griego le hubiese
concedido la primacia del razonamiento por reduccion al absurdo y
negado la validez l6gica. P puede ser una verdad I6gica pero no fisica.

3. ¢Suministra la matematica un criterio de verdad en Fisica?

A partir de Galileo, el criterio de verdad en fisica es la
experimentacion. Sin embargo, debemos reconocer que son correctos
los resultados que nos brinda la matematica. ¢Es esto paraddjico? En
un primer tiempo aceptamos que la matemética nos brinda las
proposiciones que son légicamente verdaderas.  Aceptemos la
hip6tesis formalista que nos dice que la matematica se construye con
un conjunto de proposiciones verdaderas a priori, llamadas axiomas.
Toda proposicién que se deduce de esos axiomas, gracias a la légica
matematica (por lo menos aristotélica), se llama teorema. Es cierto
que podriamos tomar otro conjunto de axiomas y obtener otro cuerpo
de teoremas, no necesariamente compatibles con los primeros. La
adecuacion de la logica matematica a la fisica es materia de otro
analisis. En cuanto al estatus operativo, los fisicos verifican los
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axiomas a traves de la experiencia, para asegurarse de su validez. Un
ejemplo lo constituyen las geometrias (Euclidiana, Riemaniana o de
Lobachevski). La utilizacion de la geometria plana en vez de la
esférica en una region de la superficie de la Tierra se justifica si los
instrumentos de medicion no son suficientemente precisos para
detectar la esfericidad de la Tierra.

4. La medicion segun Newton

Para Newton, medir es comparar con un patron y la medida es el
resultado del limite de nimero de veces que el patron cabe en el objeto
u; cuando el patron r tiende a cero, tenemos:

M = lim 2

r-0r

4.1. Imposibilidad del método para medir fractales.
Benoit Mandelbrot mostré que existen objetos que no
responden a la medicién segin el método de Newton y son
mas numerosos de lo esperado. Para esos objetos, la relacion
establecida por Newton no admite limite finito. Se tiene para
ellos la relacion

im aﬁ(lln_nj =1-D, donde D designa la dimension fractal.
r—oor\Inr

4.2. Cambio de escala
Se llamara distancia sobre el conjunto E a toda aplicacion f de
E X E en [0, «o] que satisface a:

(ECy) paratodo xe E, f(x,x) =0

(EC,) paratodo xe E y yeE, f(x,y) =f(y,x), (simetria)
(EC3) paratodo xeE, yeEy zeE, f(xy) <f(x,z) + f(z)y)
(desigualdad triangular)

Las diferentes medidas que resultan de medir con un patrén
cada vez mas pequefio se entienden como distancias diferentes.
Para los objetos usuales esas distancias definen una estructura
uniforme de espacio medible para los cuales la distancia es la
medida “absoluta” (es decir, el limite de la familia de
distancias).
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Para los fractales se deben aceptar propiedades mas débiles.

4.3. Condiciones para una medida “conveniente”
Las condiciones habituales impuestas a una medida
conveniente son:
i) Continuidad
il) Invariacién por cambio de sistema de referencia

La existencia de la continuidad es para permitir acercarse tanto
como se quiera a su valor, lo que significa

lim () = f () ie v&>0, IV £V(a), ¥xe V, 1 10) - (@) | <z

La exigencia (ii) responde al grupo de biyecciones del espacio
que

(T1) Conservan la homogeneidad del espacio (linealidad)

(T,) Conservan la isotropia

(T3) Conservan la causalidad (grupo no compacto y que se
denomina grupo de Galileo)

4.3.1. Grupo que opera sobre un conjunto
Se dice que un conjunto £, con una estructura 2, opera
sobre E con estructura @ si existe un 2-morfismo de 2
en Endy (E).

Para nosotros el grupo (2 opera sobre E si a todo
elemento o de £2 se asocia la aplicacion f, de E en E tal
que:

(GE) Ve ,ﬂ e Vxe E, fa+ﬂ: fao fﬂ

Para toda a, f, s una biyeccion de E. Si tomamos como
£ con estructura X'el grupo de Galileo tenemos:

Va e 2, VX, ¥y € E, M(X, y )= M[fa(X), fa(y)].
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4.3.2. ¢Por qué invariacion?
El primer principio de la relatividad se enuncia de la
forma siguiente: “Todas las leyes de la fisica tienen la
misma forma en los sistemas de referencia inerciales”.

En todo referencial inercial un cuerpo no sometido a
fuerzas externas se mueve en linea recta a velocidad
constante, o bien las geodésicas del espacio son
rectilineas y parten en todas las direcciones (isotropia y
homogeneidad del espacio).

La tercera propiedad indica que un lazo eventual de
causalidad debe sefialarse con una medida, y debe ser
invariante por cambio de sistema de referencia.

5. Los limites de la medida de Newton

5.1.

5.2.
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Michelson y Morley construyeron un dispositivo con el cual
las longitudes no son estables por cambio de sistema de
referencia (sistemas que se mueven a rapidez v cerca de c).

Einstein introdujo el espacio de Minkowski, pseudoeuclidiano,
donde el tiempo mantiene algin grado de privilegio (que se
expresa en el signo). Esto condujo a definir el grupo de
transformaciones del espacio como el grupo de biyecciones del
espacio de Minkowski que verifican (T1), (T2) y (T3). El grupo
se denomina Grupo de Poincaré.

Esto implica que la operacién de medicién de longitudes toma

tiempo. La medida pasa a ser:
ds® = c%dt® — dx* — dy? — dz® (que es un invariante llamado

intervalo de universo) en lugar de ds* = dx? + dy? + dz? para
Galileo.

El cambio del sistema de referencia corresponde a las
isometrias del espacio de Minkowski.

5.2.1 EIl espacio usual es proyeccion del espacio de

Minkowski
Todo grupo diferenciable, en biyeccion con una parte C conexa
de R admite un parametro aditivo.
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HW:G—)R, Vfg,fye G,fﬂTfﬂ
=fu) + ww

Para la relatividad de Einstein ese pardmetro aditivo no es la
rapidez; como ya vimos, v estd acotada por ¢ (las rapideces no
se adicionan como los nimeros reales). El parametro aditivo del
grupo de Poincaré es un angulo ¢ (cuya proyeccion esta
asociada a la rapidez) y es el angulo de rotacion del espacio de
Minkowski (que incluye el eje del tiempo) asociado al cambio
de sistema inercial v =ctanh ¢

5.2.2. La causalidad

Un suceso precede a otro si se puede enviar una sefial para
iniciarlo; es decir, si la distancia temporal es superior a la
distancia espacial. O sea, si el signo de ds’ es positivo.

6. Medidas usuales de fractales

La dimension fractal es insuficiente como magnitud para caracterizar
un fractal usual; podemos citar las magnitudes como ramificacion,
lagunaridad, explayamiento, etc. que informan sobre la conectividad y
la distribucion de materia en un fractal. La dimension fractal informa
sobre la forma por cambio de escala.

Para la invariacion en el espacio de Minkowski tenemos que, para un
cambio de escala de parametro A,

x*=(ct, X, Y, ) = x ¥ = (Act, Ax, Ay, 12)
engendra en la distancia un cambio final Ads’.

Sin embargo, en la distancia ds” se debe reflejar un cambio por el
hecho de que ds’= dx“
dx*H=fdx"
donde f (ct, x, y, z) debe ser de la forma f (ct, x, y, z) = Ax* con las
siguientes propiedades
i) Acomplejo
i) ff=1
i) x >Ax = f=TfconT=x"g,
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Con esas propiedades vemos que el cambio x = A x* induce en fel
cambio f* = A f de maneraque

ds’?=f "f ds’

ds’? = A*f" fds
ysi f7f=1 tenemos que el signo de ds* se conserva y con ello la
causalidad. Vemos que se conserva la forma del objeto, que se traduce
por la invariacion de A, que es el valor propio del operador T aplicado
a las funciones f (homogéneas) y se denomina exponente critico. Los

fractales se caracterizan por ser invariantes por cambio de escala, no
asi por rotacién y por traslacion.

ABSTRACT

Formal features of the development of the measurement notion from Newton to
Mandelbrot are presented. From comparing with a pattern that is invariant with a
change of the inercial referencial system, it turns into comparing with a pattern that
varies with the relative speed of the referencial, and again into a pattern that varies
with the scale. This leads to the search of new invariants: The universe interval in
Einstein’s relativity and critical exponents in the case of fractals.
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