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RESUMEN

En este trabajo se muestran y explican los principales elementos que se relacionan
con el procedimiento para llevar a cabo el andlisis discriminante y la aplicacion del
mismo utilizando el paquete estadistico SPSS version 10 (SPSS v10). Aplicando
este andlisis a los datos originales se muestra, a través de la matriz de clasificacion,
que el 100% de los vinos fueron clasificados correctamente por medio de las
funciones discriminantes candnicas, por lo que se comprueba que estas poseen un
alto poder discriminante y pueden ser utilizadas para futuras pruebas de clasificacién.
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ABSTRACT

This work shown and explain the main elements related with the procedure to carry
out the discriminant analysis and the application of the same one using the statistical
software SPSS version 10 (SPSSv10). Applying this analysis to the original data, the
classification matrix shown that the 100% of wines was classified correctly using the
canonical discriminant functions, this verify those functions have a high discriminant
power and it can be used for future tests of classifications.
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INTRODUCCION

El andlisis discriminante es un método estadistico por el cual se busca
conocer cuales variables, medidas en objetos o individuos, contribuyen en
mayor medida a la diferencia de los grupos a los cuales pertenecen dichos
objetos o individuos. Con estos atributos medidos se forma una
combinacion lineal creando una nueva variable que permitird la maxima
separacion entre los grupos y la minima separacion dentro de cada grupo.

En este trabajo desarrollamos el modelo estadistico, las condiciones
para la aplicacion del andlisis, la estimacion e interpretacion de las
funciones discriminantes, los métodos de clasificacion y la validacién
de los resultados.

MATERIALES Y METODOS

La base de datos “Datos de reconocimiento de vinos” son el resultado
de un analisis quimico de vinos producidos en una region de Italia,
pero de diferentes variedades cultivadas o grupos. Esta base de datos
es la utilizada para la aplicacion del método a traves del paquete
estadistico SPSS v10 permitiendo asi explicar cada uno de los
elementos que son expuestos en la teoria.

DEFINICION Y MODELO ESTADISTICO

Consideremos g grupos o poblaciones Gi, G,,...Gy cada una de ellas
distribuida Np (W',2') para i=1, 2,.., g. Con matriz de covarianza
»'=3%=..=3%=% y de rango completo.

Cada uno de estos grupos posee caracteristicas especificas y unicas, es
decir son mutuamente excluyente. La pertenencia de un individuo a un
grupo depende de este conjunto de caracteristicas o variables de
predicciéon. Entonces, se puede definir al andlisis discriminante como
un procedimiento multivariable utilizado para discriminar y clasificar.
Sea X'n'xp una matriz de datos multivariados de orden n'xp que
representa las observaciones de la i-ésima muestra, i=1, 2,..., g, donde
para cada 1<i<g, 1<j<n' cada fila (individuo) X', de X'n'xp,
corresponde al j-ésimo vector aleatorio de orden 1xp. Entonces Xnxp,
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es la matriz que representa el conjunto de g matrices X' de datos
multivariados (Rodriguez 1999).

1 1
X'11 Xllz X'1p
x 1 x*
21 X2 ... 2p
11 ) 11
X'n1 Xlnlz Xnp
2 2 2
NG X11 X2 ... X"1p
2 2
)(2 X1 X2 ... X 2p
an = : = : : :
p : 22 22
X9 X'n1 inzz X'np
9 9
Xgll X912 Xglp
X 2 ngz X 2p
99 ’ 99
X1 x99 ... Xnp

g
donde n=32n'

i=1

SUPUESTOS O CONDICIONES PARA LA APLICACION DEL
ANALISIS

Existencia de dos 0 méas grupos mutuamente excluyentes.

Minimo de dos casos por grupo.

Las variables independientes deben ser cuantitativas y las
dependientes cualitativas.

Las variables seleccionadas en el modelo no deben ser
combinaciones lineales de otras.

La matriz de varianzas y covarianzas iguales en cada grupo.

Cada muestra proviene de una poblacién normal multivariada.

OBJETIVOS DEL ANALISIS

Seleccionar las variables de prediccidén gue contribuyen en mayor
medida a las diferencias entre los grupos.

Predecir la probabilidad de pertenencia de un individuo a un grupo,
basandose en las variables de prediccion, por medio de las reglas
de clasificacion.

Evaluar la exactitud de la clasificacion en una tabla cruzada en
donde se compara la pertenencia real de los individuos a un grupo
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con la pertenencia, a un grupo, predicha por medio de las reglas de
clasificacion.

FUNCION DISCRIMINANTE CANONICA

Para el aspecto descriptivo del analisis se utilizan las funciones
discriminantes candnicas. Estas funciones son combinaciones lineales
de las variables clasificatorias originales cuyo proposito es expresar
estas variables en una nueva variable. Esta nueva variable esta
representada por un eje sobre el cual se proyectan los individuos y sera
la base para establecer qué variables originales tienen mayor poder
discriminatorio entre los grupos. Este eje es llamado eje de la funcién
discriminante.

Procedimiento Discriminante de Fisher
Sea

g n

Epp=Y N (W -p)u-w) Yy Dpp=2 2 Xj-u)Xj-u)
i=1 =1 J=1

Epxp se llama matriz de suma de cuadrados y productos cruzados de
las medias entre los grupos y que Dpyp €S una matriz no singular que se
le Ilamard matriz de suma de cuadrados y productos cruzados dentro
de los grupos.

Sea,

N bEb
max A = —————
b0 b'(DE) b

es el valor propio més grande de D'E. Este valor propio mas grande
se denota por A; y este maximo se alcanza cuando b=bs, en donde b
es un vector propio de D™E, asociado al valor propio A; Yy que
contiene los coeficientes discriminantes relacionados a la primera
funcién discriminante. La primera funcion posee el mayor poder
discriminante (Mardia et al., 1979).
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La funcion discriminante es una funcion lineal de las p variables
independientes, es decir

Am: b0+ blmX1+ b2mX2+...+ bmep

m=1,2,....k donde k=min(g-1,p), en la cual el min(g-1,p) representa
el rango de la matriz D'E. Los k ejes discriminantes vienen definidos
respectivamente por los vectores bs, by,..., bx. Los vectores propios
(b2, bs,..., by) seran sucesivamente los vectores normalizados de los
precedentes valores propios (Az, Az, Ak).

LAMBDA DE WILKS

Mide las desviaciones dentro de cada grupo respecto a las desviaciones
totales sin distinguir grupos y toma valores entre 0 y 1 de forma que,
cuanto mas cerca de O esté, mayor es el poder discriminante de la
variables consideradas y cuanto mas cerca de 1, menor es dicho poder.

Prueba de igualdad de medias de los grupos.

En esta prueba se mide el poder discriminante de cada una de las
variables que se consideran para formar parte del analisis, y se verifica
la hip6tesis nula: Ho : pby =...=

El A, para la I-ésima variable es

Varianza de la variable | en la matriz de
Dy covarianza dentro de los grupos

Tu Varianza de la variable | en la matriz de
covarianza total

El estadistico de contraste viene dado por

_ (Tu—Dw) (n—0g)
' Di(g-1) ~Fotng

Se rechaza Ho si P [ F> Fg.1n]
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Significancia de las Funciones Discriminantes

Una vez calculada las funciones discriminantes, se determina si estas
son estadisticamente significativas. Es decir, si el conjunto de las
funciones discriminantes separan bien los grupos. En este caso el
lambda de wilks viene dado por:

_Ipl_ .
T e
L

A

El nimero de funciones discriminantes significativas se determina
mediante un contraste de hipotesis secuencial. Se tiene r, el nUmero de
funciones discriminantes significativas. EIl proceso comienza con r=0.
En el (r+1)-ésimo paso del algoritmo la hipotesis nula a contrastar es
Ho = Ars1=...= A = 0 donde k= min(g-1,p).

_ ptg k ,
T= n-1-2— 3 log (1+X;)

j=r+1

Es el estadistico de contraste, el cual se distribuye como una -1y
si Ho es verdad, con un nivel de significancia o. Se rechaza Hg si P

[ T2 %@y ]

CORRELACION CANONICA
El coeficiente de correlacion canonica mide, en
= \/ A términos relativos, el poder discriminante de la
1+, m-ésima funcion discriminante ya que es el
porcentaje de la variacion total en dicha funcion
que es explicada por las diferencias entre los grupos. Toma valores
entre cero (0) y uno (1). Valores cercanos a uno (1) indican mayor
potencia discriminante de la m-ésima funcién (Salvador 2000).

CALCULO DE LA PUNTUACIONES DISCRIMINANTES

Para cada individuo se calcula una puntuacion discriminante
correspondiente a cada una de las funciones discriminantes. Cada
individuo tendra tantas puntuaciones segun el numero de funciones
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discriminantes. Esta puntuacion se obtiene reemplazando en la ecuacion
Ajm = bt by Xgj+ b Xyt + bpX, donde, Aj, es la puntuacion discriminante
del individuo j en la funcién m-ésima, 1<m<k (Gondar 2001).

Con estas puntuaciones se permite establecer, para cada individuo, un
punto en el plano grafico formado por las funciones discriminantes.
Cada funcion discriminante actia como eje de coordenadas. El
centroide de grupo esta constituido por las medias de estas
puntuaciones, en cada una de las funciones, para un grupo en
particular. Habran tantos centroides como grupos.

MATRIZ DE ESTRUCTURA

Es una matriz que contiene, por filas, los coeficientes de correlacién de
las funciones discriminantes, con las variables originales. De esta
forma es posible detectar el peso o importancia de cada una de las
variables originales con respecto a las funciones discriminantes.

REGLA DE CLASIFICACION DE BAYES (PROBABILIDAD A
POSTERIORI)

Esta regla permite calcular la probabilidad de pertenencia de cada
individuo, con una puntuacion discriminante obtenida, a cada grupo y
asignar al individuo al grupo que presente mayor probabilidad. La
probabilidad estimada de que un individuo j, con puntuaciones
discriminantes A=(aj1, aj2,..., ajk), pertenezca al grupo i es :

. (i
P(G) |M'|'1’2e (x9)'12

P(Gi/A) = —
Izlp(Gl) | Mi ‘ -1/2e X

El individuo sera clasificado en el grupo para el que la probabilidad a
aposteriori sea la mayor, sera clasificado en G; si

P(Gi/A) = méx { P(Gy/A), P(G/A), ...., P(G4/A)} (Ferran 2001)

RESULTADOS Y DISCUSION

Tenemos 178 observaciones de vinos relativas a 13 variables
cuantitativas clasificadas en 3 variedades cultivadas. Las 13 variables
que miden las caracteristicas quimicas de los vinos son: Xi:

Alcohol. X2: Acido Malico. X3: Ceniza. X4: Alcalinidad de la ceniza.
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Xg5: Magnesio. Xg: Total de Fenoles.X7: Flavenoides Xg: Fenoles
no flavenoides. Xg: Proantocianinas. X10: Intensidad del Color. X11:
Tonalidad. X12: OD280/0D315 de los vinos diluidos. X13: Prolina.

De las 13 variables, 11 se distribuyen normalmente en cada uno de los
grupos. La variable acido malico no se distribuye normalmente en la
Variedad 1 y tampoco en la Variedad 2; y la variable magnesio no
tiene una distribucion normal en la Variedad 2. Sin embargo, si
determinamos la prueba de normalidad a ambas variables sin separar
los grupos observamos que la variable acido malico no se distribuye
normalmente, por lo que se toma la decision de no incluir esta variable
como variable del analisis.

Para generar los autovalores y las funciones discriminantes canonicas
se selecciond aleatoriamente el 92.1% de la muestra de vinos (muestra
de analisis) que corresponde a 164 observaciones. La clasificacion de
estos casos seleccionados posteriormente se comparo, con la
clasificacion de los vinos que no fueron seleccionados (muestra de
validacion).

La prueba de igualdad de medias nos demuestra que considerando las
variables de forma individual, sus valores de significancia son menores
a 0.05, por lo tanto, las medias de las 12 variables son diferentes en
los tres grupos. (Cuadro 1).

Cuadro 1. Prueba de igualdad de las medias de los grupos.

Lambda

de Wilks F gl1 gl2 Sig.
Alcohol .40 117.08 2 161 .000
Ceniza .90 8.93 2 161 .000
Alcalinidad de la Ceniza .69 35.86 2 161 .000
Magnesio .89 9.86 2 161 .000
Total de Fenoles .48 85.11 2 161 .000
Flavenoides .27 208.77 2 161 .000
Fenoles No 74 28.32 2 161 .000
Proantocianin 73 28.78 2 161 .000
Intensidad del 41 111.99 2 161 .000
Tonalida .44 100.18 2 161 .000
OD280/0D315 de
Vinos .30 181.44 2 161 .000
Prolina .30 180.38 2 161 .000
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En el cuadro 2 se contrasta la igualdad de matrices de varianzas-
covarianzas por medio de la M de Box, en donde se indica que el valor
p=0.000 (< 0.05) y por lo tanto se rechaza la hipotesis nula de igualdad
de varianzas-covarianzas. “La razon por la cual se rechaza la igualdad
de matrices es porque para las muestras grandes la prueba de las
matrices de varianzas-covarianzas es tan poderosa que casi siempre
rechaza la igualdad de esas matrices. Sin embargo, la diferencias entre
las matrices de covarianzas pueden no ser suficientemente grandes
como para tener alguna importancia practica real.”(Johnson 2000).

Cuadro 2. Resultados de la prueba M de Box.

M de B

de Box 702.24

F ApOX. 4.014
g1 156
gl2 58933.47
Sig. .000

Contrasta la hipdtesis nula de que las matrices de covarianzas
poblacionales son iguales.

Los autovalores o valores propios asociados con la primera y segunda
funciones discriminantes canodnicas, se muestran en el cuadro 3. Son
dos funciones discriminantes debido a que el min(3-1,12)=2. El valor
propio asociado a la primera funcién es 9.195 y explica el 71.3% de la
varianza en los datos. Este primer valor propio es muy alto, por lo
tanto esta funcién aporta mucha informacién y discriminara muy bien.
Con respecto a las correlaciones canonicas ambas con valores grandes,
cercanos a uno, esto quiere decir que la segunda funcion discrimina
bien a pesar que solo explique el 28.7% de la varianza.

Cuadro 3. Autovalores.

% de % Correlacién
Funcion | Autovalor | Varianza Acumulado | Canénica
1 9.1952 71.3 71.3 .950
2 3.7002 28.7 100.0 .887

a. Se han empleado las 2 primeras funciones discriminantes candnicas en el

andlisis (Manzano 2001).
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El cuadro 4 presenta los coeficientes de las funciones discriminantes
(coeficientes no estandarizados), con los que se construyen las
funciones discriminantes canonicas. Con estas funciones se obtendran
las puntuaciones discriminantes para cada individuo.

Cuadro 4. Coeficientes de las funciones candnicas
discriminantes.

Funcion
1 2
Alcohol 421 .950
Ceniza .526 2.414
Alcalinidad de la Ceniza -.173 -.140
Magnesio .00033 -.0032
Total de Fenoles -731 -.107
Flavenoides 1.629 -.557
Fenoles No Flavenoides .916 -1.335
Proantocianinas -.262 -.295
Intensidad del Color -.303 .251
Tonalidad 1.123 -2.109
D2 D31 |
\O/inoisa(gﬁuijos5 fdelos 1.241 099
Prolina .003 .003
(Constante) -9.896 -14.215

coeficientes no estandarizados

Ahora se determina si las funciones generadas son estadisticamente
significativas, es decir si el conjunto de las funciones permite que las
medias de los grupos estén separadas. En el cuadro Lambda de Wilks
(Cuadro 5) se observa que el valor de la lambda de wilks para el
conjunto formado por las dos funciones es 0.021; el segundo valor
obtenido cuando se elimina la primera funcion es 0.213, y corresponde
a la segunda funcion. Ambos valores son cercanos a cero (0) por lo
que se concluye que ambas funciones tienen un alto poder
discriminatorio. Esto se corrobora al ver que los p-valores asociados al
estadistico chi-cuadrado son menores que 0.05 (columna “sig”) por lo
que se rechaza las hipdtesis nulas de A;=1,=0 y A,=0, y concluimos
que ambas funciones son significativas.
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Cuadro 5. Lambda de Wilks.

Contraste de las Lambda
funciones de Wilks' Chi-cuadrado ol Sig.
1 through 2 .021 601.71 24 .000
2 213 240.65 11 .000
Fun§i§n discriminante
Canonl%%.g -4.0 -2.0 0 2.0 4.0 6.0
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a4 321 54
< 332 211 <>
< 322 2211 <
a4 332 2211 54

.08 ¢ $3322 k13 221 ¢ ¢ ¢
<> 322 211 <
Aad 332 2211 &>
Aad 322 2211 A
< 332 2211 <
Aad 3322 221 <
-2.0 8¢ ¢ 322 ¢ ¢ 211 ¢ ¢
< 332 @ 2211 <
iS4 322 2211 &
o4 332 221 54
<> 322 211 &
< 332 2211 &
-4.0 § 3322 ¢ ¢ ¢ 8 ¢ 2211 ¢
<322 2214
<32 26
< =3
<> =3
<~ <~
-6.0 ¢ ¢
¢ioo0i00s 4o 408 dgo o000l g0 0400004040 00000 0 0 0 g 0 000 0 4 0 u g
-6.0 -4.0 -2.0 0 2.0 4.0 6.0

Funcién discriminante candnica 1

Fig. 1. Mapa Territorial.
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Los centroides estan representados graficamente en el mapa territorial
(Fig. 1). Como se puede observar, cada eje es representado por las
funciones discriminantes (con coeficientes no estandarizados), en
donde los nimeros 1, 2 y 3 delimitan el espacio de cada grupo y los
asteriscos (*) representan los centroides de cada grupo. Se puede
observa cémo discriminan perfectamente, en conjunto ambas
funciones, entre los grupos manteniendo a los centroides alejados unos
de otros. Sin embargo, se puede ver que los centroides del grupo 1y 3
estan casi alineados, por lo que se puede decir que la funcion 2 no hace
una buena discriminacion entre estos dos grupos, a pesar de ser
significativa.

En la matriz de estructura se observan las correlaciones que hay entre
las variables y cada una de las 2 funciones. Las variables estan
agrupadas dentro de cada funcién segun el tamafio de la correlacion y
estan marcadas con un asterisco (*).

La variable flavenoides, es la que tiene la mayor correlacién con la
funcion 1. En la funcion 2, la variable alcohol es la que tiene la
correlacion més alta con esta funcion.

Cuadro 6. Matriz de estructura. Correlaciones intra-grupo combinadas entre
las variables discriminantes y las funciones discriminantes candnicas
tipificadas.

Funcién
1 2
Flavenoides .529* -.068
8i2§§0/OD315 de los 476 214
Total de Fenoles .339% .026
Tonalidad .313* -.305
Alcalinidad de la Ceniza -.207* -.116
Proantocianinas 197+ -.012
Fenoles No Flavenoides -.196* .006
Alcohol 152 .579*
Intensidad del Color -.164 .556*
Prolina 361 .531*
Ceniza -.002 173*
Magnesio .066 .149*

*.Variables ordenadas por el tamafio de la correlacion con la funcién.
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A partir de las puntuaciones discriminantes en las dos funciones
(columnas “puntuaciones discriminantes”) se obtiene la méxima
probabilidad a posteriori de pertenecer a un grupo (columna
“P(G=g | A=a)”), el grupo en el cual se ha obtenido dicha probabilidad
estd indicado en la columna “Grupo pronosticado”. El grupo
pronosticado se compara con el grupo real al que pertenece el
individuo (columna “Grupo real”). Si uno de los vinos ha sido
clasificado en el mismo grupo al cual pertenecia inicialmente entonces
las funciones discriminantes lo han clasificado correctamente. Las
clasificaciones erroneas son mostradas con un doble asterisco (**) en
la columna que contiene la identificacion del grupo real, en nuestro
caso todos los vinos fueron clasificados correctamente. Se puede notar
que todas las probabilidades a posteriori obtenidas para cada uno de
los vinos son altas. Las observaciones marcadas con (u) son aquellas
que no fueron seleccionadas para generar las funciones discriminantes.

Cuadro 7. Estadisticas por casos

Estadisticos

Puntuaciones

Individuo Gru‘I)O Grupo mayor discriminantes

rea Grupo P(A>a/G=) P(G=g|A=a) | F1L F2

pronosticado p gl g

1 1 1 435 2 1.000 | 4782 | 4.782
> 1 1 571 2 1.000 | 4520 | 1.046
3 1 1 941 2 1.000 | 3506 | 1.165
14 1 1 120 2 1.000 | 5587 | 1.911
15 1 1 020 2 1.000 | 5.746 | 3.268
16" 1 1 552 2 1.000 | 3544 | 2.600
86 2 2 671 2 1.000 | 819 | -2.186
87" 2 2 369 2 1.000 | -1.021 | -3.386
88 2 2 652 2 1.000 | -456 | -3.183
163" 3 3 348 2 1.000 | -3.243 492
164 3 3 363 2 1.000 | -2.795 | 1.340
176 3 3 440 2 1.000 | -4566 | 2.814
177 3 3 605 2 1.000 | -4174 | 2.589
178 3 3 215 2 1.000 | 5279 | 2.965
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Como ultimo paso esta probar la calidad de la clasificacion de los
vinos por medio de la matriz de clasificacion. Los resultados se
muestran en el cuadro 8 resultados de la clasificacion. La clasificacion
en base a la muestra de analisis (casos seleccionados) indica que por
cada grupo el 100% de los vinos fueron clasificados correctamente.
Cuando se ha hecho la clasificacion en base a la muestra de validacion
(casos no seleccionados) el 100% de los vinos fueron clasificados
correctamente. Con esto se concluye que las funciones obtenidas tiene
una buena capacidad predictora.

Cuadro 8. Resultados de la clasificacion

Grupo de
pronosticado

Variedad 1 2 3 Total
Casos Original Recuento 1 54 0 0 54
seleccionados 2 0 65 0 65
3 0 0 45 45
% 1 100.0 .0 .0 100.0
2 .0 100.0 .0 100.0
3 .0 .0 100.0 100.0
Casos no Original Recuento 1 5 0 0 5
seleccionados 2 0 6 0 6
3 0 0 3 3
% 1 100.0 .0 .0 100.0
2 .0 100.0 0 100.0
3 .0 .0 100.0 100.0

CONCLUSIONES

Los valores cercanos a cero (0) del Lambda de Wilks obtenidos en la
prueba de significancia de las funciones discriminantes canonicas
generadas nos demuestra que ambas funciones tienen un alto poder
discriminante.

Por medio del mapa territorial se puede visualizar claramente el poder
discriminatorio de ambas funciones discriminantes candnicos al
observar que los centroides de los grupos estan alejados uno del otro.

Mediante la matriz de estructura podemos observar que las variable
Flavenoides y OD280/0OD315 de los vinos diluidos poseen mayor
correlacion con la funcion 1; v, las variables alcohol, intensidad de
color y prolina son las que poseen mayor correlaciéon con la funcion 2.
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Mediante, la matriz de clasificacion se muestra que el 100% de los
vinos fueron clasificadas correctamente por medio de las funciones
discriminantes candnicas, por lo que se comprueba que estas poseen un
alto poder discriminante y pueden ser utilizadas para futuras pruebas
de clasificacion de individuos nuevos.
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