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RESUMEN

El estudio de las ecuaciones de transporte, particularmente, las ecuaciones diferenciales
parciales (EDP) del tipo parabélicas de naturaleza lineal, es tal vez uno de los aspectos
més importantes en el campo de la Fisica — Matematica. Se presenta una comparacion
de los resultados analiticos con los numéricos mediante la utilizacion de poderosos
métodos de soluciéon numérica escritos en los lenguajes Fortran 90 y C++. La solucién
analitica al problema planteado es obtenida mediante la utilizacién de la transformada
de Laplace, en vez del método de separacion de variables.
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ABSTRACT

The study of transport equations, particularly, the differentials parabolic partial
equation of lineal nature, is perhaps a highly important aspects in the field of the
mathematical physics. A comparison of the analytical results with numerical by
means of a the use of powerful methods of numerical solutions appears to a classic
problem, as is it the conduction of the heat in materials. If simulations were carried
out by means of the elaborations of a program written in the languages Fortran 90
and C++. The analytical solutions to the created problem is obtained by means of the
use of Laplace transformed instead of the traditional method of separation of
variables.
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INTRODUCCION

Muchos problemas fundamentales en ciencias, ingenieria, y otras dreas
como la economfa, se describen mediante ecuaciones diferenciales.
Estamos concientes que muchos problemas de tecnologfas futuras
también serdn descritos por medio de ecuaciones diferenciales, ya sean
ordinarias o parciales. Los problemas fisicos han motivado el desarrollo
de parte de las matemdticas y esto es especialmente cierto cuando se trata
de ecuaciones diferenciales. En Fisica — Matematica, el estudio de las
ecuaciones de transporte, son considerados tres aspectos de fundamental
importancia. Son ellos: (Campbell & Haberman 1998).

Proceso de modelado. En este aspecto, los objetos fisicos se
describen por medio de leyes fisicas y formulaciones matemadticas
dadas. Debido a que gran grado de las leyes fisicas involucran tasas de
cambios (transporte de particulas de cualquier naturaleza). Con
frecuencia, el lenguaje natural en las ciencias e ingenieria es el de las
ecuaciones diferenciales en general.

Andlisis. Este aspecto abarca una investigacién completa de las EDP
y sus soluciones, incluyendo detallados estudios numéricos.

Interpretacién. Toda solucién numérica, particularmente de una
EDP, no completa el proceso global sin la consideracion de este
aspecto. Es decir, debe darse la interpretacién de la solucién de la
EDP, en el contexto del problema fisico general, y debe analizarse mas
detalladamente sus implicaciones.

En el presente articulo, resultado de un proyecto de investigacion,
desarrollado por el autor, realiza un abordaje numérico de las
ecuaciones de transporte del tipo parabdlicos, particularmente aquella
que describe la conduccién del calor en medios materiales
homogéneos, sin hacer €nfasis en su rigor matemético. De igual
manera, se presenta una discusién de sus resultados tanto analiticos
como numéricos, mediante la utilizacién de poderosas técnicas de
solucién numéricas de EDP del tipo el parabélico como son, el método
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de aproximaciones sucesivas, el método implicito y el método explicitc
entre otros (Nakamura 1992; Smith 1978; Burden & Faires 1998).

Cuando se tiene una EDP, se intenta obtener cierto tipo de
informacién. Existen cuatro enfoque generales, ademds de los tres
aspectos presentados anteriormente para el adecuado andlisis de las
EDP; son estos enfoques, el Cualitativo, Numérico, Analitico y
Asintético o Perturbativo (Campbell & Haberman 1998).

METODOLOGIA

Una EDP es una ecuacién que contiene una funcién desconocida de
una o mds variables y sus derivadas parciales respecto a estas
variables. La EDP lineal de orden dos en dos variables independientes
toma la forma (Spiegel 1979).

2 2 2
A% B O D i Fu=G, )
ax2 axay ay2 ox

donde A, B, ..., G, pueden depender de x y y pero no de u. Por razén de
la naturaleza de las soluciones de la Ec.(1), las EDP se califican
frecuentemente como eliptica, parabdlica e hiperbdlica, segin el valor

del discrimante BZ — 4AC, es decir (Godunov 1984)

B*—4AC<0 EDP del tipo eliptica
B*—4AC=0 EDP del tipo parabélica
B*—4AC >0 EDP del tipo hiperbélica

Las EDP del tipo parabdlico se obtienen al investigar fenémenos tales
como la conductividad térmica, difusién de particulas, propagacién del
campo electromagnético en medios conductores (Budak et al., 1984),
el movimiento de un liquido viscoso (Fox & McDonald 1983) y el
curso de las aguas subterrdneas (Franco 1995) entre otros aspectos.

Una de las situaciones clasicas en las que intervienen EDP parabdlicas,
es en la teoria de conduccién del calor.
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Para ilustrar nuestra vision, consideremos una barra metalica cuya
superficieestdaislada. Labarratieneunalongitud /y unadifusividad
K y esta perfectamente aislada lateralmente, de modo que el calor
fluye inicamente en la direccionx. Sisus extremos se mantiene a una
temperatura 7= 0, y su temperatura inicial esta dada por ejemplo,
u(x,0) = 10smn(2nx) — 6sin(4nx) , tal comoseilustraenlaFig. 1.

u(l,t) =0

x= x=]
0

Fig. 1. Condiciones en la frontera para una barra metalica de longitud /.

Si consideramos que la longitud y la difusividad de labarrasean de 3,0 y
4,0 unidades respectivamente, vemos que la ecuacion a resolver es la
ecuacion de conduccion del calor.

2
M _ 409" 0<x<3p

con condiciones en la frontera y cota dadas por Bracho (2003)

u(0,6) = u(3,0,) = 0; u(x,0) = 10sin(2,0mx) - 6,0sin(4,0nx)  |u(x,£)| < M

Apliquemos el método de la transformada de Laplace (Spiegel 1990), a
laEc.(2) conrespecto at, vemos que

[ [l
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es decir
2
sU —u(x,0) = 4,0d—g—], 3)
dx
donde;
U=U(x,s)= L{u(x)} = j “udt
0
Al aplicar la condicién inicial en la Ec.(3), obtenemos que
d2
4 O—— —sU =10sin(2,0mx) — 6,0sin(4,07x). 4
dx?

Tomando la transformada de Laplace de las condiciones
u(0,t) =u(3,0,t) =0, tenemos que

L{u(0,} = L{u(3,01} =0,

Utilizando los métodos usuales para resolver ecuaciones diferenciales
ordinarias (Campbell & Haberman 1998) , vemos que la solucién de la
Ec.(4) es

10sin(2, Oﬂ:x) 6,0sin(4, O71:x)

U,s)=
s+167t s+647r
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Asf, al tomar la inversa de la transformada de Laplace, obtenemos que

u(x,t) = L1{ux,s)}

=1 {___10 5 }sin(Z,Oﬂ:x) -1 {—3——2}sin(4,0n:x) ®)
s+16m 5 + 641

= 1071677 gin(2,0mx) — 6,0e 4" §in(4,07x)

Aunque existen otros métodos para la solucién de EDP, como lo son el

método de separacién de variables y el método de variable compleja;

el método de la transformada de Laplace se destaca de los demés por
tres aspectos entre otros:

a) Transforma ecuaciones diferenciales en ecuaciones algebraicas.

b) Cualesquiera que sean las condiciones iniciales dadas en el
problema, automaticamente se incorporan en el problema
algebraico de modo que no se necesita hacer ninguna consideracioén
especial sobre ellas.

c) Finalmente, el uso de las tablas de transformadas de Laplace
pueden reducir el trabajo de obtener soluciones lo mismo que las
tablas de integrales reducen el trabajo de integracion.

RESULTADOS Y DISCUSION

Al utilizar cualquier método de solucién de EDP totalmente diferentes,
debemos llegar a los mismos resultados. La Ec.(5), nos muestra la
evolucién temporal de la temperatura conforme aumenta el tiempo,
llevando al sistema al cabo de un tiempo (no muy prolongado) al
equilibrio térmico, esto es, a temperatura cero, esta situacion es
presentada gréficamente en la Fig. 2. Este comportamiento era el de
esperarse, dada la dependencia de la solucién con el tiempo.
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Fig. 2. Comportamiento grafico de la Ec.(5), referente a la solucion del
problema con y.0<x<3,0

No obstante, mediante la utilizacion apropiada de algunos métodos de
solucién numérica de EDP, particularmente del tipo parabélico, es
posible comparar tanto la solucidon exacta como la numérica con un alto
grado de precision para diferentes parametros de iteracion [Bracho
2003]. El Cuadro 1, nos muestra los resultados obtenidos mediante la
aplicacion del Método Explicito (ME) (Nakamura 1992) para las
condiciones tanto iniciales como en la frontera planteadas al inicio del
problema. Los calculos numéricos fueron obtenidos mediante la
elaboracion de un programa ejecutable escrito en lenguajes de alto nivel
tanto como Fortran 90 (Ellis et al., 1994) y C++ (Gottfried 1999; Dietel &
Dietel 2003).
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Cuadro 1. Resultados numéricos obtenidos por el ME (Método Explicito)
aplicado a la Ec.(5) con condiciones en la frontera dadas. Los pardmetros
utilizados fueron , ¢, = 0,050, & = 0,000500y an= 9,90 respectivamente
(Bracho 2003).

Interaccion| Numérica (10°) | Exacta (107)
1 2,451000 2,188970
2 3,965972 3,541225
3 3,965994 3,541225
4 2,451166 1,885970
5 1,023405 1,255160
6 - 2,450971 -2,188598
7 - 3,965829 - 3,541225
8 - 3,965852 - 3,541224
9 - 2,451037 - 2,188595
10 0,000000 0,000000

Observando este cuadro vemos una correspondencia relativamente
buena entre ambas soluciones, esto es la numérica con la exacta. Esta
situacion se apreciamejor enlaFig. 3.

4 — Numérica-
- = Exacta
2 -
[
x Of
8
A 2|
i

0 2 4 6 8 10
lteracién (x)

Fig.3.Comportamientodelasoluciénnuméricaconlaexacta dadapor
laEc.(5),obtenidasporel ME, paralasituaciénenque, ¢ .. = 0,050s
Manteniendo k y an constantes.
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Entre tanto, al disminuir el tiempo de iteracién en fmq, manteniendo
los demds parametros constantes, demostramos que tanto la solucién
numérica como la exacta, se aproximan una de la otra con
sorprendente rapidez. En esta situacién particular, fue comparada
ambas soluciones mediante la aplicacion de otros métodos de
soluciones de EDP, como los son, el Método Implicito (MI) (con
parametro de peso w = 1,0) y el Método de Crank — Nicolson (MCN)
(con parametro de peso w = 0,50) respectivamente (Ducheteau &
Zachmann 1988). En el Cuadro 2 y la Figura 4, nos ilustran los
resultados obtenidos una vez ejecutado el programa. En esta nueva
situacién, observamos claramente, que la solucién numérica se
aproxima a la exacta.

Cuadro 2. Resultados numéricos obtenidos por el MI para w = | y el MCM
aplicado, a la Ec.(5) con condiciones en la frontera dadas. Los pardmetros utilizados

fueron 'max = 0,00IOS, k= 0,000500y an = 9’90respectivamente (Bracho
2003).

Interaccion Solucion Numérica Sol. Exacta
MI MCN
1 0,000000 0,000000 0,000000
2 5,378988 5,430029 5,192573
3 8,543746 8,310381 8,310383
4 5,225266 5,617301 6,695001
5 -2,121825 -1,112895 -1,747332
6 - 7,984964 - 7,087161 - 6,695000
7 - 8,395942 - 8,308293 - 8,310379
8 -4,809391 - 5,429241 -5,225822
9 - 1,404453 - 2,002520 - 1,650277
10 0,000000 0,000000 0,000000
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Fig. 4. Grafico que muestra el comportamiento de la solucion numérica con la
exacta dada por la Ec.(5), obtenidas tanto por el MI, como por el MCN, para la
situacién en que, tmax = 0,0010s, manteniendo k 'y an constantes,

CONCLUSIONES

Al estudiar los métodos de soluciones numéricas de las EDP del tipo
parabdlicas, vemos que se pueden usar en cierta medida los llamados
métodos de diferencias finitas (Nakamura 1992). Estos métodos pueden
ser utilizados sin lugar alguna tanto a problemas tanto de una como de dos
dimensiones. Tanto los Métodos Explicito, Implicito como el de Crank
Nicolson, presentan tasas de convergencia relativamente buenas. Es
decir, tal como lo pedemos apreciar en las Figs. 3 y 4; conforme el tiempo
de calculo va disminuyendo, mostramos que tanto la solucién numérica
como la exacta van convergiendo a un mismo valor, indicandonos con
esto un comportamiento incondicionalmente estable, presentando
practicamente la superposicion de ambos métodos, mostrandonos sin
lugar a dudas la altisima estabilidad de ambos métodos.
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