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RESUMEN

El propdsito de este trabajo es el desarrollo de la teoria de los operadores
proyecciones en espacios con producto interno, el cual es un concepto de suma
importancia en el estudio del Anélisis Funcional. Se define el operador proyeccién en
espacios normados y espacios con producto interno, se estudian sus propiedades
topoldgicas, asi como aquellas propiedades referentes a operaciones con
proyecciones ortogonales.
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ABSTRACT

The purpose of this work is the development of the theory of the projections
operators in inner product spaces, which is a concept of extreme importance in the
study of the Functional Analysis. The projection operator in normed spaces and inner
product spaces are defined, their topological properties are studied, as well as those
properties referring to operations with orthogonal projections.

KEYWORDS
Orthogonality, direct sum, projections operators, orthogonal projections,
Hilbert space.

Tecnociencia, Vol. 13, N° 1 103



INTRODUCCION

Las funciones lineales juegan un papel preponderante en el estudio del
algebra lineal. En los espacios normados, las funciones lineales mas
interesantes son las funciones lineales continuas u operadores lineales
acotados. El objetivo de este trabajo es el estudio de un tipo particular
de operadores lineales acotados, llamados operadores proyecciones los
cuales son de gran importancia pues estan relacionados con el
comportamiento algebraico de los espacios y particularmente con la
suma directa y el problema de la mejor aproximacion.

1. Operadores proyecciones
Definicion 1.1: Sean X un espacio vectorial con producto interno,
x,yeX. Decimos que X y y son ortogonales si

x,y)=0
Denotamos por A* al conjunto
At ={xeX/({x,y)=0}
Ilamado el anulador de A.

Definicion 1.2: Un espacio vectorial X es la suma directa de dos
subespacios Y, Z de X, escrito

H=Y®Z
si cada xe X tiene una Unica representacion
X=y+z yeY, zel.

Teorema 1.1 Sea Y cualquier subespacio cerrado de un espacio de
Hilbert H. Entonces

H=Y ® Y

Observacion: El espacio Y* se llama el complemento ortogonal de Y
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Definicion 1.3: Un operador lineal P: X—X de un espacio vectorial en
si mismo es un operador proyeccion (algebraico) sobre X si P es
idempotente, o sea que

P2=PoP=P.

En el siguiente teorema relacionamos los aperadores proyecciones con
la suma directa de un espacio vectorial.

Teorema 1.2: Sea X un espacio vectorial
a) Dado un operador proyeccion P: X—X entonces

X = Im(P) ® N(P)

donde N(P)={xeX: P(x)=0} es el nucleo de P y Im(P)={P(x): xe X} es
la imagen de P.

b) Si X = M@®N, donde M y N son subespacios de X, entonces la
funcién
P: X—>X
P(X)=m

donde x = m+n, meM, neN, es un operador proyeccion. Ademas
N(P)=N, Im(P)=M.

Demostracion:
a) SeaxeX, entonces
b)
X =x+ (P(x) - P(x)) = P(x) + (x-P(x)).
Note que
P(x - P(x)) = P(x) —P*(x) = P(x) - P(x) = 0

luego P(x)eIm(P), x-P(x)eN(P). Por lo tanto
X =1m(P) + N(P).
Sea xelm(P)~N(P), entonces existe un ye X tal que x=P(y), xeN(P).

Por lo tanto
0=P(x) =P(P(y)) = P(y) = x.
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Asi pues,

Im(P)~N(P) = {0}
y

X =1m(P) ® N(P)

b) Sean x, yeX, aeR. Entonces existen m;, myeM, n;, n,eN tales
que
X=mp+tn, y=mp+n

luego
X +y=(mg+tmy) + (N1+nz), mi+myeM, ni+neN
y
aX =oam; +an;, oameM, aneN.
Por lo tanto,
P(x+y) = my + mp = P(x) + P(y)
y

P(ax) = am; = aP(x).

Asi pues P es un operador lineal.
Probemos que P es un operador idempotente. En efecto, es claro que
para todo meM,

P(m)=m.

Sea x=m+neX con meM, neN. Entonces
P%(x) = P(P(x)) = P(m) = m = P(x)

Lo que implica que P? = P; o sea que P es un operador proyeccion.
Finalmente note que Im(P) = M y N(P)=N ya que X=M @ N.

Teorema 1.3: Sea X un espacio vectorial y P: X—X un operador
lineal. P es un operador proyeccion si y solo si I-P es un operador
proyeccion, donde I: X—X es el operador identidad sobre X.

Demostracion:
Como
(1-PY’=(1-P)(1-P)=1-2P + P?
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se tiene que (1 - P)2 =1 - P si y solo si P = P. Asf pues | - P es un
operador proyeccion si y solo si P es un operador proyeccion.

Observacion: Si P: X—X es un operador proyeccion entonces
Im(1-P)=N(P) y N(I-P)=Im(P)

Definicion 1.4: Sea X un espacio normado y P: X—X un operador
lineal. P es un operador proyeccion (topolégico) sobre X si P es un
operador idempotente continuo; 0 sea que P es un operador proyeccion
continuo.

Teorema 1.4: Sea X un espacio normado y P: X—X un operador
proyeccion topologico. Entonces X=Im(P) ® N(P) y N(P), Im(P) son
subespacios cerrados de X.

Demostracion:
Por el Teorema 1.1(a) se tiene que

X = Im(P) ® N(P).
Sea {x, }”, una sucesion de elementos de N(P) tal que

limx,=xeX,

N—o0

entonces P(x,)=0 para todo neIN. Luego, como P es continuo

P(x) = limx,=0.

n—o

Asi pues xeN(P) y N(P) es un subespacio cerrado de X.

Por otro lado, como por el Teorema 1.2, |—P es un operador
proyeccion continuo, se tiene que Im(P) = N(I - P) es un subespacio
cerrado de X.

Teorema 1.5: Sea (X, \) un espacio de Banach y M, N subespacios

cerrados de X tales que X=M@® N. Entonces el operador lineal P:
X—X definido por

P(X)=m
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donde x = m+n, meM, neN, es un operador proyeccion topoldgico.

Demostracion:

En la parte (b) del Teorema 1.1 se prob6 que P es un operador
proyeccion algebraico. Solo nos resta probar que P es un operador
lineal acotado. En efecto, definamos la funcién

[:x—>R
[l = Im]+{n

donde x=m+n, meM, neN. Es claro que | | es una norma sobre X.
Probemos que (X,|| |,) es un espacio de Banach. En efecto, sea
{X, }, una sucesion de Cauchy en (X,| |,), entonces existen dos
sucesiones {m, |~ y {n, |, tales que

Xk = Mtn,, mMgeM, ngeN.

Como
[me=m<xie=x, [me=nf <]xc=x],

se tiene que {m, 7, es una sucesion de Cauchy en My {n, }, es una
sucesion de Cauchy en N. Como M y N son subespacios cerrados del
espacio de Banach (X, [) se tiene que (M, ) y (N,| [) son espacios

de Banach. Por lo tanto existen meM y neN tales que

|m¢-m| >0, |n,—n|—> 0.

k—o0 k—o0

De lo anterior se tiene que

[xi =+ )], =m, —ml, +[n, —n| > 0.

Por consiguiente, la sucesién {x,}-, es convergente en (X|| ”1) y

(X|| ”1) es un espacio de Banach.
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Por otro lado, si x =m+n, meM, neN, entonces

[PCA] = [m] < ] +[n] =,
Por lo tanto, P: (X, [)— (X, [,) es un operador lineal acotado.

Note que
[ = llm-+ nf <[[m] -+ nf = ]

para todo x=m+neX, meM, neN. Asi pues (X,] [) y (X,] ”1) son

completos y
x| <x|, paratodo xeX.

Luego, por el Teorema de la Funcion Abierta, se tiene que las normas
I'l'y | ||, son equivalentes.

De lo anterior se tiene que existe una constante o>0, tal que si
x=m+neX, meM, neN entonces

[PO][=[m] < Jm] +[n] =], < o]

lo que implica que la funcion
PP (X[ )= (< )

es un operador lineal acotado. Por lo tanto, P es un operador
proyeccion topologico.

Observacion: Dado un espacio normado X y un subespacio cerrado M
de X, si existe un subespacio cerrado N de X tal que X=M® N
entonces se dice que M es complementado en X y que N es un
complemento topoldgico de M en X. Como habiamos. En términos de
operadores proyecciones los Teoremas 1.3 y 1.4 nos dicen que un
subespacio cerrado M de un espacio de Banach X es complementado
en X si y solo si existe un operador proyeccion topolégico P: X—X tal
que Im(P)=M.
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Definicion 1.5: Sea X un espacio con producto interno y P: X—X un
operador proyeccion algebraico. P es una proyeccion ortogonal si

N(P) L Im(P).

El siguiente resultado caracteriza las proyecciones ortogonales.

Teorema 1.6: Sea X un espacio con producto interno y P: X—X un
operador proyeccion. P es una proyeccion ortogonal si y solo si

(x,Py) =(PX.y)

para todo x, ye X (o sea que P es autoadjunto).

Demostracion:

Supongamos primeramente que P: X—X es una proyeccion ortogonal,

entonces por el Teorema 2.1 (a) y la Definicion 1.3 se tiene que
X=ImP)®NP) , Im(P)_L N(P).

Sea x, ye X, entonces existen m; mpeIm(P), n1, n,eN(P) tales que

X=mp+n;, y=my+n,, P(X)=mi, P(y)=m,

luego
(m,,m,)

<X’ P(y)> = <m1 +Ny, m2>

(P(),y)=(m,,m, +n,)=(m,,m,).
Por lo tanto (x ,P(y)) = (P(X),y) paratodo x, yeX.
Reciprocamente, supongamos que
(X ,P(y)=(P(X.y)
para todo x, ye X. Sea xelm(P), yeN(P), entonces

P(X)=x 'y P(y) =0.
Por lo tanto,
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(x,y)=(P(¥,y)=(x,P(y)) =(x,0)=0.
Asi pues Im(P)_LN(P) y P es una proyeccién ortogonal.
Teorema 1.7: Sea X un espacio con producto interno y P: X—X una
proyeccion ortogonal. Entonces P es un operador lineal acotado; es

decir, P es un operador proyeccion topoldgico. Ademas, si P=0
entonces |P|=1.

Demostracion:
Como P es una proyeccion ortogonal,

X=Im(P) ® N(P), Im(P)LN(P).

Sea xeX, entonces existen melm(P), neN(P) tales que
x=m+n, P(X)=m, <m,n> =0.

Luego, por el Teorema de Pitagoras

[I” =[PC3 +n[* =[PC[" + [
por tanto

[PO <]
para todo xeX. Asi pues, P es un operador lineal acotado y [P <1.

Por otro lado, como para todo xeIm(P),

PO =X

se tiene que ||P| =1, si P=0.

Corolario 1.1: Sea X un espacio con producto interno y P: X—X una
proyeccion ortogonal. Entonces Im(P) y N(P) son subespacios
cerrados de X.
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Teorema 1.8: Sea H un espacio de Hilbert y P: H—>H una proyeccion
ortogonal. Entonces

N(P) = (Im(P))*, Im(P) = (N(P))"".
Demostracion:

Como P es una proyeccion ortogonal, por el Teorema 1.1 ()

H=Im(P) ® N(P), Im(P)LN(P).
Por lo tanto,
N(P) = Im(P)".

Sea xelm(P)™, entonces existen melm(P), neN(P) tales que

X=m+n

luego,

m=x-nelm(P)*
por lo tanto,

melm(P) N Im(P)* = {0}
de donde
m=0 y x=neN(P).

Asi pues,

Im(P)" = N(P)
y

N(P)=Im(P)".

Finalmente, como por el Corolario 1.1, Im(P) y N(P) son subespacios
cerrados de H y H es completo, se tiene que

N(P)* = (Im(P))*" = Im(P).

2. Operadores proyecciones en espacios de Hilbert
Como un espacio de Hilbert H puede ser representado como la suma
directa de un subespacio cerrado Y de H y su complemento ortogonal
Y esto es

H=Y®Y"
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se tiene que para cada X eH existe un Unico ye tal que
x=y+z (zeYH). (1)
De esta manera, la ecuacion (1) define una funcion
Py: H>YcH

X—Yy=Py(X)
donde

Ix =Py (x)|| = inf {||x—y|| 'ye Y}z d(x, Y)
Py es llamada la proyeccion ortogonal o proyeccion de H sobre Y.

De igual manera,
P,. i HoY'cH
X—>y=P_, (X)

es una proyeccion ortogonal de H sobre Y, cuyas propiedades son
completamente similares a las propiedades de la proyeccion Py.

Note que en (1) podemos escribir

X =y+z =Py(x) + P, (X).
Luego
P,.=1-Py
donde I: X—X es la funcion identidad de X.

Si xeY, entonces Py(x)=x, ya que X es la mejor aproximacion a si
mismo por elementos de Y. Por consiguiente,

Pl =1,

donde Iy: Y=Y es la funcién identidad de Y.

Por otro lado,
xeY'e x=P . (X) & Py(x) =0
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asi
Y+ ={xeH: x Ly} = {xeH: Py(x)=0} = N(Py) = Im(P,,.)

Y = {xeH: P(x)=x} = Im(Py) = N(P, .)

A continuacion resumimos las propiedades de los operadores
proyecciones Pyy P,

Propiedades: Sea Y en subespacio cerrado del espacio de Hilbert H.
Entonces:
a) Paratodo xeH,
X =Pvy(x) + P, (X)
donde
[x =Py ] =inf {Jx—y|:y e Y}=d(x V)
[x =P, (] =inf {|x—2:ze Y }=d(x Y*).

Asi pues,
I=Py+ P,

donde I: X—X es la funcion identidad de X.

b) Paratodo xeH,
2
[xI"=1P @ " +]P,. ]

c) Paratodo xeH,
[Py Ol <Ix]

IPy (]| = x| siy solosixeY
d) Pyy P,. son operadores lineales acotados y ||P, | =1 si Y={0}
e) Pvy P,. son proyecciones ortogonales
f) Py es autoadjunto; es decir, (P, (x),y)=(x,Py (y))
para todo x, yeH.
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g) Paratodo xeH. <PY(x),x>:||PY(x)||2
h) Py es no negativa; es decir,

(Py(®,x)=0
para todo xeH.

En el siguiente teorema determinaremos la proyeccion ortogonal
asociada a subespacios de dimension finita de un espacio de Hilbert.

Teorema 2.1: Sea H un espacio de Hilbert, Y un subespacio de

dimension finita de H y {x1, X»,...,x,} una base para Y. Entonces para
cada xeH,

n
PY(X):Z% X
i=1
donde los escalares o; son la Unica solucién del sistema de ecuacion

Zn:ai<xi,xj>=<x,xj>, i=1,2,...,n
i=1

En particular, si {Xi, X»,...,Xxn} una base ortonormal para Y, entonces

Py(x) =D (X, %)X,
i=1
para todo xe X.
Demostracion:
Como Y es de dimension finita, entonces Y es un subespacio cerrado
de H. Luego
H=Y ® Y.

Sea xeH. Como Py(x)eY, existen escalares o, oo,...,o, tales que

Pyv(X) = iai X; .
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Ahora bien, como z = x - Py(x)e Y™, se tiene que
<X_PY(X) 1X,-> =0 paraj=1,2,...n
de donde

<Zn:ai X 1Xj>:<X,Xj> =1,2,...n
=

por lo tanto

Zn:ai<xi,xj>:<x,xj>, =1,2,...,n.
i=1
Denotemos

(X, %) (X% o (X %)

G(X1' XZ’ ""Xn)

(X, %) (X %) - o (X X,)

(G(Xy, X,, ..., X,) es llamada la matriz de Gram de los vectores X,
X2,...,Xp). Como

2 2 2
0 < det (G(Xy, Xy, o X)) < %47 %, -+ X
manteniendo la igualdad en la izquierda (respectivamente a la derecha)
si {X1, Xz...Xn} €S un conjunto linealmente independiente
(respectivamente ortogonal), se tiene que el sistema de ecuacién

G(Xy, Xy, ooy X,) (012, 0,...,00) =

((xl,x1> (X, %) . .. <xn,xl>)t

tiene una Unica solucioén.
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En particular, si {Xi, X»,...,Xn} €S una base ortonormal de Y, entonces

100 -0
G(Xy, Xy, X)) = O 1o =y
000 -1
de donde
(01, 0z s0tn) = (6 X0 ) (X,%,), o (X,%,))
Asi pues
(Xj:<X,Xj> =1,2,...n
y

n
Py(x) =D (X, X;)X; .
i=1
El siguiente resultado es una extension del teorema anterior.

Teorema 2.1: Sea H un espacio de Hilbert, Y un subespacio cerrado
de H y M un subconjunto ortonormal total de Y. Entonces para todo

xeH
Pv(x) =D (x,e)e= D (x,e)e

eeM eeM,

3. Propiedades del operador proyeccion en espacios de Hilbert

Los operadores proyecciones tienen propiedades relativamente simples
y claras como acabamos de ver. A continuacion estudiaremos otras
propiedades referentes a operaciones con proyecciones. El siguiente
teorema nos da condiciones para que el producto de dos proyecciones
ortogonales sea una proyeccion ortogonal.

Teorema 3.1: Sea H un espacio de Hilbert y P;: H>H, P,: H>H
operadores proyeccion. Entonces:
a) P=P;P, es una proyeccion ortogonal en H si y solo si las
proyecciones ortogonales P; y P, conmutan, esto es, P1P,= P,P;. En
este caso P proyecta H sobre Y=YinY, donde Y;=Im(P,),
Y,=Im(P,); es decir,

P1P2 = PY@Yz
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b) Dos subespacios cerrados Y y V de H son ortogonales si y solo si
las correspondientes proyecciones satisfacen PyPy=0, PyPy =0

Demostracion.
a) Supongamos que P; y P, conmutan. Probemos que P= P;P, es
autoadjunto e idempotente. En efecto, como P; y P, conmutan se
tiene que

P>=(P1P2)( P1P;) = P2PZ=P,P, =P

Por lo tanto P es idempotente; o sea que P es un operador proyeccion.
Por otro lado, por el Teorema 1.5, para todo x, yeH

(PX).y)=((PP)(®).y)
=(P,(¥), P,(y))
=(x, P,P,(y))
= (X, (P,P,)(y)).

Asi pues P es un operador proyecciéon autoadjunto. Luego por el
Teorema 1.5 P es una proyeccion ortogonal.

Reciprocamente, supongamos que P= P;P,: H—H es una proyeccion
ortogonal, luego por el Teorema 1.5

P'=P
donde P” es la adjunta de P. Por lo tanto,

P1P,=P=P"=( P1P,)" = P,P, = P,P;
ya que P; y P, son autoadjuntos. Asi pues, P; y P, conmutan.
Finalmente, como P= P;P, = P,P4, para todo xeH se tiene que
P(x) = P1(P(x)) = P2(P(x))

por lo tanto,
P(xX)elm(P1) y P(X)elm(P,)
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0 sea que
P(X)elm(P1)) nIm(P,) =Y.
Si yeY entonces

ye |m(P1) , YE |m(P2)
por lo tanto,

Piy)=y , PaAy) =y

P(y)=(P1P2)(y) = P1(P2(y)) = P1(y) =Y.

y

Asi pues P proyecta H sobre Y=Y ;NY>; es decir,
Im(P) = Im(P1) N Im(P,)
b) Supongamos primeramente que Y_LV, entonces
YAV={0}, VcY*, YoVt

Ademas
Im(Py)=Y, N(Py)=Y", Im(Pv)=V, N(Pv)=V*

por lo tanto,
Vc N(Py) ¥y Yc N(Py).

Luego, para todo xeH,
(PvPv)(X) = Py(Pv(X))=0, (PvPv)(x) =Pv(Pv(x))=0.

Reciprocamente, supongamos que PyPy=0. Sean yeY, veV,
entonces,

(y,v) = (Py ()P, (V) = ((R,P,)(¥),V) =(0,v) =0
por lo tanto, Y_LV.

Definicion 3.1: Sea X un espacio con producto interno y P, Q dos
proyecciones ortogonales sobre X. Py Q son ortogonales si y solo si
PQ=0; o sea (PQ)(x) = 0 para todo xeX.
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Teorema 3.2: Sean Py y P, proyecciones ortogonales en un espacio de
Hilbert H. Entonces:

a) La suma P=P;+P, es una proyeccion ortogonal en H si y solo si
Yi=Im(P1) y Y,=Im(P;) son ortogonales, es decir, si P; y P, son
ortogonales.

b) Si P = P1+P, es una proyeccion ortogonal entonces P proyecta H
sobre Y1 @ Y?, es decir,

P= PY1®Y2
El siguiente teorema generaliza el teorema anterior a n proyecciones
ortogonales.

Teorema 3.3: Sean P3,P,,....P, proyecciones ortogonales en un
espacio de Hilbert H. Entonces

a) Lasuma P1+P,+ +P, es una proyeccién ortogonal en H si y solo si
Y1=Im(Py), Y2=Im(P,), ..., Y, = Im(P,) son ortogonales entre si; es
decir, Y; LY para i#]

b) Si P=P;+P,+...+P, es una proyeccién ortogonal entonces, P
proyecta H sobre Y=Y1@ Y.® .. ® Yn, €s decir,

P=P

Y,0Y,®..8Y,

Demostracion:
a) Si Y;=Pj(H), i=1,2,...n son ortogonales en pares entonces, por el
Teorema 3.2  PjPx=PxP; =0. Asi

Pij + PkPj =0 con jik

Demostremos por induccion que P=P;+P,+...+P, es una proyeccion
ortogonal en H. En efecto, como vimos en el Teorema 2.11 P= P;+P,
es una proyeccion ortogonal en H. Supongamos que P1+Py+...+Py1 €s
una proyeccién ortogonal en H (hip6tesis de induccién). Luego

P2= (Py+Py+...+Ppq+P,)?
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= [(Py+Pot.. A+Py)+Py ]
=(P1+Pa+.. .+Pn-1)2+ Pnz +(P1+Po+.. . +Py.1)Ph
+ Pp(P1+Po+...+Pp1)
= P1+Py+...+Pn1 + Py pues PjP+PyP;=0 con j=k
=P.

De esta forma P= P;+P,+...+P, es idempotente. Por otro lado, como
P1,P,,...,Pn son autoadjuntos también lo es su suma; es decir P es
autoadjunto. Asi por el Teorema 1.5 P es una proyeccion ortogonal.

Reciprocamente, si P= P;+P,+...+P, es una proyeccion ortogonal
entonces
PX|?= (P2, %) = (Px, %)y (PRI = (Prox, %)

De aqui, para todo x y paratodo 1<j,k<m; jzk
P[> + [IPx][* < [[PaxX][* + [[P2X|[* +...+HPrx
= (P1x, X) +(P2X , X) +...+(Px , X)
= (PiX + Pox +...+ Ppx , X)
= (Px, X)
= [IPx|f*
< [Ix1%.

Para cada x=Pjy tenemos que
Pix= szy =Py
y ademas
2 2
Pl + [IPkPyIF = |PPy| +| PPy

=PI+ IPex]f

< [X[I" = lIPyl".
De esta forma

PkPjy = O, yeH
esto es
PkPj =0.

De igual forma se prueba que PjP«=0. Luego, por la parte (b) del

Teorema 3.1 se tiene que
Yj 1 Yk, jik
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b) Determinemos el subespacio cerrado YcH en el cual P proyecta H.
Como P=P;+P, +...+P, para cada xeH tenemos:

Yy = PX = Pix + Pox +...+PpX.

Aqui PixeYj, j=1,2,..n; por lo tanto yeY:1® Y ®..® Yn. Asi que
YCYl(-BYz(-B...@Yn-

Ahora mostraremos que YOY1® Y2®...® Yy En efecto, seaveY;®
Y2®...® Yy Entonces v=y;+y,+...+y,, donde y;eYj, i=1,2,...n.

Aplicando P a v obtenemos:
PV = Pi(yrtyat...+yn) + Pa(yrtyat...tyn) + .. 4Pn(yrtyat...+yn)
=D Py +Y, +otYy)

= SR IR 0+ DR,)

= Pi(y1) + Pa(y2)+...+Pn(yn) pues YilYj iz
=yit Y2ttty
=v
por consiguiente veY yasi YoY1® Y@ ...@® Y, De esta forma

Y=Y10Y2®..® Y.

Corolario 3.1: Sean P;,P,,...,P, proyecciones ortogonales en un
espacio de Hilbert H. Si P=P;+P,+ +P, es una proyeccién ortogonal,
entonces

[P +P. I+ + [P, 09I <

para todo xeH.

Observacion: El opuesto de un operador proyeccidn no es un operador
proyeccion. En efecto si P(x) es un operador proyeccién entonces el
operador Q(X)=—P(X)no es una proyeccion ortogonal puesto que

Q%(x)=P*(x)=P(x)=Q(x). Asi Q no es idempotente, si P=0.
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El siguiente teorema se refiere a la relacion de orden parcial en el
conjunto de todas las proyecciones ortogonales en un espacio de
Hilbert, definida por:

P1<P, siy solosi | P, (9" = (P9, X) < (P, ,x) =||P,(¥)[ .

Teorema 3.4: Sean P, y P, proyecciones ortogonales definidas en un
espacio de Hilbert H, Y;=Im(P1) y Y,=Im(P;) los subespacios en los
cuales H es proyectado por Py y P,y N(P1) y N(P2) los nucleos de
estas proyecciones ortogonales, respectivamente.  Entonces las
siguientes condiciones son equivalentes:

(1) P2P1 = P1P2 = Pl

(2) Y1CY2

(3) N(P2) = N(P1)

(@) |Px| < |P,x| paratodo xeH
(5) Pi <Py

Como una aplicacion del teorema anterior tenemos el siguiente
resultado en el que se trata la diferencia de proyecciones.

Teorema 3.5: Sean P, y P, proyecciones ortogonales en un espacio de
Hilbert H. Entonces:

(@) La diferencia P = Py - P, es una proyeccion ortogonal en H si y
solosi  YicYzdonde Yi=Im(P1) y Yo=Im(P,)

(b) Si P =P;-P,esunaproyeccion ortogonal entonces, P proyecta H
sobre Y donde Y es el complemento ortogonal de Y; en Y5; es decir,

P= PYmez
Corolario 3.2: Sean R y K subespacios cerrados del espacio de Hilbert
H y sean Pr y Pk las correspondientes proyecciones ortogonales sobre
H de estos subespacios. Entonces P= Pr - Pk €s una proyeccion
ortogonal sobre H si y solo si Pg < Pk.
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De los Teoremas 2.13 y 2.14 podemos derivar un resultado béasico
acerca de la convergencia de una sucesion monotona creciente de
proyecciones ortogonales.

Teorema 3.6: Sea {P,}”, una sucesion mondtona creciente de
proyecciones ortogonales definidas en un espacio de Hilbert H.

Entonces:
@ {Pn }:’:1 converge fuertemente a una proyeccion ortogonal; es

decir, P,x — Px para cada xeH, y el operador limite es una proyeccion
ortogonal definida en H.

(b) P proyecta H sobre Im(P) = 0 Im(P,)

© NE)=(INE,)

Si la sucesion de proyecciones ortogonales {Pn }n=1 en el espacio de
Hilbert no es mondétona creciente todavia se puede probar que su limite
es una proyeccion ortogonal, si se supone que la sucesion {Pn }:zl

converge al operador lineal P en norma, lo que precisamos en el
siguiente teorema.

Teorema 3.7: Sea {Pn }:zl una sucesion de proyecciones ortogonales
en el espacio de Hilbert H y supongamos que la sucesion {Pn}

converge al operador lineal acotado P: H—H en norma; o sea,

o0
n=1

lim [P, —P|=0.

nN—o0

Entonces P es una proyeccion ortogonal en H.

Demostracion.
Como para todo xe X

[P, =P <[P, —Pll]
se tiene que
rI]im P.(¥) =P(X) .
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Ahora bien, como cada P, es una proyeccion ortogonal, se tiene que
(P, y)=(x,P,(¥)).

Aplicando limite cuando n—oo obtenemos que

(P(),y)=(x,Py), x,yeH.
Por consiguiente P es autoadjunto.

Por otro lado, para todo xeH
Pa(x) = Py (%)

luego, como P es un operador lineal acotado
P*(x) =P(P(X)

= P(lim P, (X))
= lim P(P, (X))
= lim P, (P, (x))
= lim P?(X)
= lim P, (X)
=P(x)

Asi pues P es un operador proyeccion autoadjunto. Luego, por el
Teorema 2.5 P es una proyeccién ortogonal.

Terminamos esta seccion con un ejemplo, en el cual se ilustra el
concepto de proyeccion ortogonal.

Ejemplo
Considere el espacio

X=C ([-1,1], R)={f: [-1, 1] >R/ f es continua}

con el producto interno definido por
1
(f,0)= [ ft)gydt.
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Calcular la proyeccion ortogonal Pg,2 sobre el espacio

P, ={ peX/ p es un polinomio de grado a lo sumo igual a 2}
evaluada en el vector g(x)=xeX.

Solucion:
Aplicado el proceso de Gramm-Schmidt a la sucesion

{Qn }:;o = {Xn }:;o

se obtiene la sucesién ortonormal {e, }” , dada por

o e B e 3

Luego,
<x3,e0> = <X3’\E> = jjl \Eﬁ dx =0
y

= (53] - (L)oo

Luego, resulta que
P2=[1, X, X*] = [do, 01, G]=[eo, €1, €2]

Como {eo, €1, €} es una base ortonormal de P,, resulta que la
proyeccion ortogonal Pg,2 evaluada en el vector q(x)=x es

Py, °) = <x3, e0>e0 +<x3, e1>el +<x3, e2>e2

Z\F\F
== |- =X
5V2 V2
3
==X.

5
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