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RESUMEN
En el presente trabajo se estudia la sucesion

a sin=1
Xo =1 .
a™ sinx>2

de potencias iterativas generadas por a, a > 0; asi como el rango de
solubilidad de la ecuacion

Se establece que estos problemas estan estrechamente ligados con el comportamiento
de las funciones

L
X

f(x)=x y h(x) = x*

y con el antiguo problema de determinar las soluciones de la ecuacién x¥ =y
Finalmente, se estudia el comportamiento de la funcién

g(x) =x*"

se calcula su inversa y se construye su grafica.
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ABSTRACT
In this paper we study the sequence

a sin=1
X = )
"olat sin>2

of iterated exponentials by a, a > 0; as well as the range of solvability of the
equations

We state that these two problems are closely related with the behavior of the
functions

L
X

f(x)=x* and h(x)=x"

and with the old problem of finding the solutions of the equation x’ =y*.  Finally,
we study the behavior of the function

g(x) =x*"

calculate its inverse and draw its graph.
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1. Los Origenes
Dado un numero real a > 0, se puede considerar la sucesion de
potencias iteradas de a:

a a, a ,...

Si a = 1, entonces es evidente que esta sucesion es convergente; sin
embargo, para a = 2 la sucesion es divergente.

Una pregunta natural es: ¢Para qué valores de a la sucesion de
potencias iteradas de a es convergente? Este problema esta
relacionado directamente con la ecuacion

X

XX — b ’

las funciones f(x)=x" » h(x)=x*Y la ecuacion x¥ = y*

la cual fue resuelta primeramente por Goldbach (Cho, 2001; Hurwitz,
1961, Sved, 1990). Realmente, la historia de este problema comienza
con una carta de Daniel Bernouilli a Christian Goldbach fechada el 29
de junio de 1728 (Hurwitz, 1961). El final de esta carta dice:

Terminaré con un problema el cual encontré
muy interesante y he resuelto. Aqui esta:
Encuentre dos numeros diferentes x e y
tales que x’ = y*. Hay s6lo un caso cuando
estos dos nimeros son enteros, a saber x =
2, y=4 (yaque 2* = 4%, pero uno puede
encontrar una infinidad de numeros
quebrados que satisfacen esta ecuacion. Hay
también otros tipos de cantidades de las

cuales no diré nada.

Seis meses mas tarde Goldbach le respondi6 a Bernoulli incluyendo
en su respuesta una derivacion de la solucién x, y en forma
parametrica. Su argumento pudiera ser establecido como sigue:

Supongamos que X’ =y, 'y >x>0; porlotanto y=sx, para

algin s> 1. Entonces
x> = (sx)*

Tecnociencia, Vol. 13, N° 2 9



de donde

X* =8X
por consiguiente
Xt =s
Asi pues
1
X = szl .
. si s>1
y = st

Euler, sin el conocimiento de la comunicacion entre Bernoulli y
Goldbach (Cho, 2001; Slobin, 1931), uso la misma relacién y = sx y
resolvid la ecuacion XY =y*, x =y, sobre R* y Z*, presentando las
soluciones racionales

n n+l
X, =(1+1j , Y, =(1+1J
n n

Las relaciones de Goldbach han sido redescubiertas por un ndmero
plural de autores entre los cuales se encuentran Euler, Eisenstein,
Knoebel, Barrow, Léanger, Sternheimer y Creutz (Cho, 2001; Sved,
1990, Hernandez, 2004).  Aparentemente, ninguno de estos
matematicos tenia conocimiento de la solucion original de Goldbach.

Aunque en este momento el problema de Bernoulli pareciera no estar
relacionado con la convergencia de las sucesiones de potencias
iteradas, veremos que las soluciones del problema de Bernoulli nos
dardan la informacion para determinar la convergencia de estas
sucesiones.

1
2. La funcion f(x) = x*
1 1
La ecuacion x’ =y* es equivalente a la ecuacion x* =y”; por lo
1
tanto, el estudio del comportamiento de la funcion f(x) = x* es
primordial para determinar las soluciones de la ecuacion x¥ =y~
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Consideremos la funcion
f: (0,00) > R definida por:
1

f(x) = x*
como
f’(x):xi{l_lznx} , x>0
X

se tiene que

f'(x)=0 siysolosi, x=e
Ademas

f'(x)>0 si xe (0,e)
y

f'(x) <0 si X e (e, o)
Por lo tanto,

= f esestrictamente creciente en el intervalo (0, e).
= f esestrictamente decreciente en el intervalo (e,).

f alcanza su valor maximoen x=e y es
1

f(e) = e* ~1.444667861

1
lim f(x) = lim x* =0

x—0* x—0" 1

lim f (x) = limx* =1

X—>0 1

0 < f(x) <f(e) ~ e, para todo xe (0, «)

De los resultados anteriores, podemos extender continuamente f al
intervalo [0, «) de la siguiente manera

f: [0,0) >R

f(x) =
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y su gréfica es la siguiente

Note que
= fescontinua en el intervalo [0, «).

= f esinyectivaen el intervalo [0, €] yen el intervalo [e, «)

= Si 0<x<1lentonces 0<f(x)<1.

* O=0 =1y fe)= ¢ ~1.444667861

= Si l<x<e entonces 1< f(x) <leg

= Sie<x<o entonces 1< f(x) < e®

= Paracada x € (1, e) existe un Gnico y € (e, o) tal que f(x)

=f(y), y reciprocamente.

X

Asi podemos afirmar que la ecuacion  x¥ = % XYy (0
11

equivalentemente x* =yY) no tiene solucionpara 0<x<1 6 0<

y<1; yparacada X e (1,e) existe ununico y € (e,) tal que

X’ =y

= Como 2 es el Unico entero positivo entre 1 y e, este analisis muestra

que x =2, Yy =4 eslaunica solucion entera positiva de la
ecuacion x¥ = y*
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3. Pares de Bernoulli

Recordemos que Goldbach  presentd la siguiente  solucion
parametrica de la ecuacion x’ =y*:

1 S
X=s%t y=s1t s>0, s=1

la cual permite construir soluciones (X, y) de esta ecuacién, como por
ejemplo:

s 1 2 4 3 5
2 3 3 2 3 2 3 4

3
X 27 64 9 (§)? 1 L
4 5 27 = 3 2 32 43

4

9 256 27 55 3 4
y 2 2 a1 5 (5] 4 32 43

Veamos que ocurre con las soluciones parametricas cuando s se

aproxima a 1. Para esto tomemos el limite cuando s — 1 y hagamos
la sustitucion s=t+1;

S 1 1 1
y =lims* = Itino1(t+1)1 C=lim(t+2)(t+D) = lim(t+1) =e
1

1
x=limss? =lim(t+1)' =e
s—1 t—0

Note que si 0 <s< 1, entonces
e<x<ow, O<y<e
mientras que si s > 1, entonces

0<x<e e<y<ow,

La parametrizacion de Goldbach permite facilmente caracterizar
ciertas soluciones importantes. Por ejemplo, Euler fue el primero en
determinar las soluciones racionales de la ecuacion x¥ = y*, las
cuales se obtienen tomando

m _n+1

= S -
m+1 y n
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Para g_ M  seobtienen las soluciones:
m+1

n+1

Para 5= se obtienen las soluciones:

n+l n+1 n+l
J () =)
n n

Definicion 1:  Sean x, y dos nimeros reales positivos y distintos,
x <y. El conjunto {x,y} esun par de Bernoullisi x’ =y
= Si{X, y} es un par de Bernoulli, entonces
l1<x<ex<y
= {2, 4} es el Gnico par de Bernoulli formado por enteros

= Los unicos pares de Bernoulli racionales son de la forma

n n+1
(1+ 1) , £1+ 1]
n n paran € N.

= Por la parametrizacion de Goldbach, los pares de Bernoulli
son . .
{s ST Ssl}, para s> 1.
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4. La Sucesion g2

Sea a > 0 un numero fijo. Definamos recursivamente la sucesion

{ X, f1rs por

a sin=1
X, =9 )
a™ sinx>2
Los términos de esta sucesién son
a a?

a, a, a , ...

El proposito de este trabajo es determinar los ndmeros a para los
cuales esta sucesién converge, al igual que su limite. Para esto
presentamos la siguiente notacién

[n-1]
all —a, a@=a®, .., am= g

Asi, lasucesion a®"  se puede representar como
(] 1*
fa J7,

Teoremal: Seaa>0. Si !im a™=b, entonces
—0

1 1
a’=b, a=hd vy a<ec
Demostracion:
Supongamos que
lima™=p
Nn—oo
entonces
) lim aln
a — a n—oo
= limal"
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=lima "¥

=b
Asi pues

QD
o
Il
O
<
QD
I
o
ol

Ademas, como f (b) =a, se tiene que

1
a< f(e)=e°

Definamos ahora la funcion g(x) por

g(x) = limx ™

n—oo

Si x es un elemento del dominio de g, entonces por el Teorema 1,

f(g(x)) = x.

dom(g)  Rang(f) = [o, eiJ

Por lo tanto, la sucesion

] 1
ta .

1
divergesi a> e®.

1
Teorema 2: Sea 1<a<e®  entonces la sucesion {a[”]}n:1 es

convergente. Ademas, si
lima™ =b

n—oo

1
entonces a=b® 'y 1<b<e.
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Demostracion:

Si O0<p<q, entonces aP<af Porlotanto,
1<a, a<a®=aP al@=a2 < a®=a¥, ...
0 sea

al™ < al" paratodo n>1,

Luego {a[n] }“" | €s unasucesion creciente.
n=

Por otro lado, como

l<ac<e® <e

se tiene que
1 e
l1<alPl=a?< a®*<|e®| =e
igualmente, o 1\®
, 1
l1<alBl=a"" <a*<|e?| =e
y en general,

1<aW<e, paratodo n>1.

Esto implica que{a[n]}n:1 es una sucesion creciente y acotada
superiormente por el nimero e.

Por lo tanto, la sucesion {a[”l }“n":les convergente. Asi, por el teorema
anterior, si
lima™ =b

n—o0o

o

entonces a=b y 1l<b<e
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1
Observacion: Si b>e y a=b® , entonces
1

1<a<e®
Luego, por el teorema anterior, la sucesion {a[“]}

., esconvergente.

Pero  jim a2 p

n—o

o0

yaque b>e. El limite de lasucesion {a™}”, eselnimeroc, 1<

1 1

c<e,tal que c5=b5;

osea que {c, b} esun par de Bernoulli.

o0

Estudiemos ahora el comportamiento de la sucesion {a[”]}n:1 :
cuando 0 < a<1. Note que en este caso, si 0<p <, entonces a’
< a". Por lo tanto,

0<a=a<a® = a?<1

a2l

0<al=a< a® =a¥ <a®=a? <1

0<all za<a® =alfl< g —a < a2=a@ <1

0<a¥ =a<al< a® =a¥ < a®" =a<al¥ <1
0<all<all< gl < gfl < gl < g@ <1
por un argumento inductivo se tiene que
O<alPl< gl « <l < g2 « g
para todo nimero natural n.

De lo anterior se tiene que la sucesion a”“*”} » ~ escreciente y

acotada superiormente por los terminos de la sucesion {a [2n] }w
n=1

o0

De igual manera, la sucesion {a™ |7, es decreciente y acotada
inferiormente por los términos de la sucesién { a [Zn—ll}.:flAsi, estas

dos sucesiones son convergentes.

Denotemos

b, =lim a*"4 b, = lim al*"

n—oo n—oo
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Entonces

O0<b; < by<1
ademas, la sucesion {a [”1}:21 es convergente si y solosi b; = by.
Por otro lado, como

[2n+41] a [2n]

aa — a[2n+2] y a — a[2n+l]

Aplicando limite cuando n — oo obtenemos
b

a i = bp y abp = bi
Por consiguiente

1 1
B o WDy
b,y =a=1Db"

de donde
bP — i
bp = bib

Esta identidad nos sugiere estudiar el comportamiento de la funcion
h:[0,1] > R

h(x) = 1 Xx=0
o] x¥ 0<x<1

Derivando la funcién h obtenemos
h'(x)=x*[Inx +1]

luego

N(x)=0 siysolosi x= i _ e =0.3678794412
Ademas

h'(x) <0 para x € (0, e™)
y

h'(x) >0 para x e (e?, 1)
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Por consiguiente
e h(0) =h(1)=1
e fes estrictamente decreciente en el intervalo (0, e™).
e fes estrictamente creciente en el intervalo (e, 1).

e falcanzasu valor minimoen x =e™ yes

a 1

he)=(e?) =e * ~0.692200627

e lim h(x)=lim x* =1.

x—0* x—0*

1

e ¢ <h(x)<1, paratodo x €[0,1]

La grafica de la funcion h(x) = x* es la siguiente

Note que la funcion h es dos a uno en el intervalo [0, 1].

Del analisis de la grafica de h(x) = x* y de los resultados anteriores
se tiene que si 0 <a <1 vy lasucesion {a [“]}jf:l es divergente,

entonces bi<b, vy
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0 <b<e'<bh <1
yaque h(bi) = h(bp).

El problema de determinar la convergencia de la sucesion {a [n]}

con 0<a<1,equivaleapreguntarsequesi 0 < c <d<1l vy
1 1

cd —(c =g - entonces puede darse el caso de que c=b; y

d =bp. Eneste sentido va dirigido el siguiente teorema.

Ol

1
Teorema3: Sea0<a<l1 Si0O<c<d<l vy a=c’=d
entonces 1

0<al™ <h <c< =<d<b<al™ <1
e

ara cada natural n, y la sucesion Jal™!*  esdivergente.
n=1

Demostracion:

1
Si ¢ <a< 1. entonces como d >1 setiene que

1
d

Q‘I—‘

a=c¢% < a’ <a

lo que es una contradiccion, por lo tanto a <c. De lo anterior se tiene

que
d=a<a*=a"

luego de la gréfica de h(x) = x* se deduce que

1
a<c<-<d<al®
e

Nuevamente, como 0<a<1,

1
al¥l <a’=c< > <d=a° < a*=al?
e

Tecnociencia, Vol. 13, N° 2
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por lo tanto,

1
alP¥ <a’=c< - <d=a° < a
e
De igual manera,

1
a®<a’=c<=-<d=a‘<a”
e

Aplicando repetidamente este argumento obtenemos

_ 1
O<alPW cc< Z<«d<a®™<«1
. e
por consiguiente,

_ 1
0<al™ <«h <c<=<d<b<a®™<1
e

y la sucesion {a [”]}L es divergente.

Definicion: El conjunto {c, d} es un par de Euler si
0O<c<d<l vy ct=d

Ejemplo: {% %} es un par de Euler, ya que

1 1 1
1V (1) (1)
4) \22) 2
En el siguiente teorema relacionamos los pares de Euler con los pares
de Bernoulli

Teorema 4: El conjunto {c, d} es un par de Euler si y so6lo si
{1 l} es un par de Bernoulli

d'c

Demostracion:

Supongamos que 0<c<d<1 ytomemos

1 1

“a YT
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entonces 1< x <y, ademas

ct =d*

=
o x=y

, 1
& xe o=y
& X o=yl

Observaciones:
1. Si {c, d} es un par de Euler, entonces

O<c<ex<dx<1

o0

2.Si0<a<1y lasucesion {a [”]}n:1 es divergente, entonces {b;,
bp } es un par de Euler.

3. De los dos ultimos teoremas se deduce que si 0 <a <1y siexiste
un par de Euler {c, d } tal que

o

1
cd=dc=a

entonces la sucesion {a["l}::l es divergente.
Del teorema anterior y usando la representacion parametrica de

Goldbach para las soluciones de la ecuacion x’ =y, podemos
concluir que los pares de Euler {c, d} tienen la forma

= 1 s
c=c(s)= —/—=5s"", d=d(s)=—=5"", s>1
g1 gs 1
L :
Sisuponemosque c¢ = d°¢ = a entonces como
c(s d(s)
(¢(s)) “¥'=(d(s))
se tiene que

a=a(s)=(c(s)’” =(d )", s>1.
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o0

Por lo tanto, la sucesién {a[”]}n:1 diverge sobre el rango de la
funcidn a(s), definida sobre el dominio (1, ). Asi que es importante
determinar el rango de la funcion a(s).

Consideremos las funciones
c:(1,©) >R
c(s)=sts
d: (1,0) >R
1
d(s) =ss
a:(1,o) >R

1 1

a(s) = ¢(s)” = d(9*

Aplicando la regla de L’Hopital (o analizando la grafica de la funcion
h(x) = x*, yaque h(c(s)) = h(d(s))) obtenemos que:

s—1*

!
limc(s) =limsts ==
s—1* e

|
limd(s) = limss = =

s—1* s—1*" e

limc(s) = lims*s =0

§—0

limd(s) = lims*s =1

S0

Por lo tanto,
lima(s) = le =e° ~0.65988
s—>1* e
y .
lima(s) =0

Ademas, como c(s) y d(s) son continuas en el intervalo (1, «), se
tiene que a(s) es continua en el intervalo (1, ).
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Luego por el Teorema del Valor Intermedio, se tiene que
(0, e®) < rang (a(s)).

Nuestra tarea consiste entonces en determinar el rango de la funcién
a(s). Para esto tenemos el siguiente teorema.

1
Teorema 5: La funcion a(s) =c(s)*® es decreciente en el intervalo

(1, ).

Demostracion:
Probemos que a'(s) <0 para s> 1. En efecto,
1

a(s) = o(s)" = [s]

Como
1
s

d(s) = st

usando derivada logaritmica obtenemos que

d’s) :d(lnsj = L S [sins —(s-1)]
d(s) ds\1-s s(s—1)

de donde

d'(s) = S(;“j)z[slns—(s—n]
Por otro lado, como

o) - st [sj ~ @)’

se tiene que
A= 1N :
a(s)=(sl‘5]5“ = (sj = (d(©))®
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Usando derivada logaritmica obtenemos que

a's)y _ d [sln(d(s))}

ais)  d(s)l  d(s)

_ {In d(s) | sd'(s) _sd’(s)In (d(s))}
d(s)  (d(s))’ (d(s))’

por consiguiente

a'(s) = (da((:)))z [d(s) In(d(s)) +sd'(s) —sd'(s)In(d(s))]

reemplazando el valor de d’(s) en esta ecuacion obtenemos que

ey als) d(s) e _ayy_ d(s)In(d(s)) e
a'(s) = G {d(s) In(d(s))+(s_1)2(slns (s-1) oDt (slns—(s 1))}

_ a(s)2 {d(s) In(d(s)) + sd(s)lr;s _d(s) sd(s) In(d(g))lns N d(s) In(d(s))}
(d(s)) (s-1) s-1 (s-1 s—1

pero como

n(e) = "5 =- "

obtenemos que

a(s) = a(s) _Ins+ sins 1 +s|n23_ Ins
T AL s 6 s 6 G
= @j%[—(3—1)2Ins+s(s—1)|ns—(s—1)2+s|nzs—(s—1)lns]
= L?[—szIns+25|ns—lns+52Ins—slns—(s—l)z+s|n25—slns+|n5]
(s-1)%d(s)
a(s) 2 )
= 2 —|sins—(s-1
(S_l)Bd(S)[ ( ) ]
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O sea

’ _ a(S) 2 o« _1\2
a'(s) = (s—1)3d(s)[S|n s—(s 1)]
Note que
a(s) 0, para s> 1.

—_— >
(s-1)*d(s)

Definamos ahora la funcion
t [1, o) >R

t(s) =s In?s — (s—1)?

Entonces
t(s)=In*s+2Ins —2(s—1)
t"(s)= 2N 2 5
S S
" 2Ins
t"(s) =-—;
S

Como t""(s) <0 para t e (1, ), se tiene que t”(s) es estrictamente
decreciente en el intervalo [1, o). Pero como t"(1) = 0, t"(s) es
negativa en el intervalo (1, «). Esto implica que la funcion t'(s) es
estrictamente decreciente en el intervalo [1, ). Pero t'(1) =0, lo que
implica que t'(s) es negativa en el intervalo (1, «). Por consiguiente,
la funcidn t(s) es estrictamente decreciente en el intervalo [1, ).
Finalmente, como t(1) = 0, se tiene que la funcidn t(s) es negativa en
el intervalo (1, o).

De todo lo anterior se deduce que la funcion a’(s) <0 para todot e
(1, «). Por consiguiente, la funcion a(s) es estrictamente decreciente
en el intervalo [1, ).

Observacion: Como la funcién a(s) es continua y estrictamente
decreciente en el intervalo (1, «), ella es inyectiva en este intervalo.

Ademas como _
lima(s)=e* , lima(s)=0

s—1* §—00
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se tiene que
rang(a(s)) = (0, *)

y por lo tanto, la sucesién {a["]}f;l es divergente si  a e (0, €°).

Teorema 6: Sea 0<a<1. Lasucesion {al”|= converge siy
solosi e®<a<1.

Demostracion:

Supongamos que la sucesion {a [”]};‘;1 es convergenteyque 0<a<
e . Entonces a  rang(a(s)). Esto implica que existe un par de Euler
{c(s), d(s)} tal que

1 1
c(s)?® = d(s)*® = a(s) = a s>1

o0

Luego por el Teorema 3, la sucesion {a[n]}n:l es divergente. Lo
gue es una contradiccion. Asi,
ef<a<l.

Reciprocamente, supongamos que e°<a <1 y supongamos que la
sucesion {a[“]}‘::l es divergente. Entonces

0<b, =lima <limaP” =p, <1

n—o n—o

y {bi, bp} es un par de Euler. Por lo tanto, existe un se (1, «) tal
que
bi = c(s), by = d(s) y a=a(s)

Esto implica que a e rang(a(s)) = (0, €°), lo que es una
contradiccion. Asi {a["]}f:l es una sucesion convergente.

Corolario1: Si e®<a<1 y lima™=b entonces

n—o0
el<b<l
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Demostracion:
Por Teorema 1 se tiene que

1
a®=b y a=bb
1
Luego, de la grafica de la funcion f(x) = x* se tiene que b < 1.
Ademas, como la grafica de la funcidn f(x) es estrictamente creciente

enelintervalo [0, 1]y f(e™)=e* se tiene que

el<bh<l

Tl

Corolario2:Si 0<a<e® y a=b entonces existe un unico

par de Euler {b;, by } tal que

O<bi<b<e'<by<1

Demostracion:
Como 0 <a<e® porel Teorema 6 la sucesion {a[”]}
divergente. Luego, por el Teorema 3

o0
n=1

€s

0< lima"™ I =p <e? <lima® =b, <1

n—o0 nN—oo

ademas
1 1
b,b =byp, =a

y {bi, bp} es un par de Euler. También, como 0 < a <e®, de la gréfica
1

de la funcién f(x) =x* se tiene que
O<b<e'<h,

Por otro lado, como O<a<1ly

se tiene que b <b. Por consiguiente,
O<bi<b<e’ <b<l
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Corolario 3: El dominio de la funcién

g(x) = lim x"
nN—o0

1
es el intervalo {e‘e, ee} y

@ |

i. f(g(a)) =a si € <a<e

ii. g(fa))=b si € <b<e

Demostracion:
i6 [n] Leo v s
Por los Teorerrllas 1, 2y 6, la sucesion {a }n:l converge si y sélo
Si e®<g <e¢ ,porlotanto
1
dom(g) = {ee, eE}

Ademas, por el Teorema 1,

1
f@@@)=a si g*t<a <e*
Por otro lado, supongamos que e*< b <e y sea

1
a=f(b) = bb
1

Entonces de la grafica de la funcion f(x) = x* se tiene que
1

ef<a <e®
Esto implica que a € dom(g). Sea

c= limal

n—ow

entonces por los Teoremas 1y 2 y el Corolario 1 se tiene que
1

a = c y e'<cc<e
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Por lo tanto

f(b) =f(c)=a

Pero como b < e, de la gréafica de la funcién f(x) se tiene que b = c.
Asi
limal" =b.

n—o

De los resultados anteriores se tiene que las funciones

1 1
f. [e_11 e] - |:e_e, eej| g |:e_e, eg - [e_l’ e]
1
f(x) = x* g(x) =" lim xI"!

son biyectivas, y ademéas g = f*. Por lo cual se puede obtener la
gréafica de la funcion g a partir de la grafica de la funcion f.

CONCLUSIONES
Sia>0 y lima™ =bentonces a=Db

n—oo

1
b Por lo tanto, la sucesion

1
{a™}, diverge si a>ee
n

1
La sucesion {a[“]}“":l converge si ysolosi a e {ee, ee}

La ecuacién x*" =b tiene solucién siy sélosi b e [e? e]. En
este caso

@ |

1 1
Si b>e y a = bbentonces l<a<ey lasucesion {a[”]};":1 es
convergente, pero b no essu limite.
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